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Разрешимость уравнений крупномасштабной динамики океана была изучена в [1–3] при
предположении, что плотность воды ρ = ρ(T, S) является линейной функцией температуры
T и солености S . В настоящей работе устанавливается существование решений для модели,
в которой плотность считается нелинейной непрерывной по Липшицу функцией, |ρ(T1, S1) −
ρ(T2, S2)| ≤ L

√
(T1 − T2)2 + (S1 − S2)2, ∀T1, T2, S1, S2 ∈ R , а также исследуется разреши-

мость задачи вариационной ассимиляции данных наблюдений в этой модели. Пусть Ω —
открытое подмногообразие сферы радиуса R с кусочно-гладкой границей, x, y, r — сфе-
рические координаты, H(x, y) — положительная непрерывно дифференцируемая функция,
z = R − r , G = {(x, y) ∈ Ω, 0 < z < H(x, y)} , Σ — боковая граница G , ΩH — ниж-
няя граница G при z = H(x, y) , nΣ = (n, 0) и nH — векторы внешней нормали к Σ и ΩH ,
0 < t1 < ∞ , D = Ω×(0, t1) ; (u, v, w) ≡ (u, w) — вектор скорости, w = w(u) = div

∫ H(x,y)
z udz′ ,

ξ = ξ(x, y, t) — возвышение уровня поверхности океана. Далее символ φ используется как об-
щее обозначение функций u, v, T, S .

Система уравнений динамики океана записывается в виде

du
dt

+ (A + B(u))u + g∇ξ + g/ρ0∇
∫ z

0
ρdz′ = f , (1)

dT

dt
+ AT T = fT ,

dS

dt
+ ASS = fS , ξt + div

∫ H

0
udz = Qw, (2)

где d/dt = ∂/∂t+u·∇+w(u)∂/∂z , B(u)u = (2ω sin y+utgy/R)(−v, u) , Aφ = −µφ4−νφ∂2/∂z2 ,
g, ρ0, ω, µφ, νφ — положительные постоянные, Au = Av = A , f , fT , fS — заданные функции.

Систему (1)–(2) дополним начальным условием

u = u0, T = T 0, S = S0, ξ = ξ0 при t = 0 (3)

и граничными условиями

νuz = − τ

ρ0
+

w(u)
2

u νψψz = γψ(ψ − ψs) +
w(u)

2
ψ + Qψ при z = 0, (4)

u · n =
∂u
∂n

× n = ∇T · n = ∇S · n = 0 на Σ; (µφ∇φ, νφ
∂φ

∂z
) · nH = 0 на ΩH , (5)

где ψ означает T и S , γψ — положительные постоянные, τ, ψs, Qψ — заданные функции.
Обозначим через (·, ·) и ‖ · ‖ , (·, ·)0 и ‖ · ‖0 , (·, ·)D и ‖ · ‖D скалярное произведение и

норму в L2(G) , L2(Ω) и L2(D) . Пусть Hk(G) = W k
2 (G) и Hk

0(G) есть пространства Соболева

165



Международная конференция "Дифференциальные уравнения, теория функций и приложения", 2007, с. 165–166

функций и вектор-функций, удовлетворяющих условию u ·n = 0 на Σ , H−k(G) и H−k
0 (G) —

сопряженные к ним пространства,

X = {u ∈ L2(0, t1;H1
0(G)), ut ∈ L4/3(0, t1;H

−2
0 (G))}, Y = {T ∈ L2(0, t1;H1(G)),

Tt ∈ L4/3(0, t1; H
−2(G))}, Z = {ξ ∈ L2(D), ξt ∈ L2(D)}, V = X × Y × Y × Z,

H = (L2(G))4 × L2(Ω), W = V ∩ L∞(0, t1;H), P = L2(0, t1;H−1
0 (G));

U = {u, T, S}, Ξ = {u, T, S, ξ}, ‖Ξ‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2 + ‖T‖2 + ‖S‖2 + g‖ξ‖2
0,

[φ, φ1] = µφ(∇φ,∇φ1) + νφ (∂φ/∂z, ∂φ1/∂z) + γφ(φ, φ1)0|z=0,

[U,U1] = [u, u1] + [v, v1] + [T, T1] + [S, S1], γu = γv = 0.

Введем в рассмотрение неравенство

‖Ξ(t)‖2/2 +
∫ t

0
[U,U ]dt′ ≤ ‖Ξ0‖2/2+

∫ t

0

(
(F,U) + g/ρ0(

∫ z

0
ρdz′,div u) + (F0, U)0|z=0 + g(Qw, ξ)0

)
dt′.

(6)

Теорема 1. При всех Ξ0 = {u0, T 0, S0, ξ0} ∈ H , f ∈ P , fT , fS ∈ L2(0, t1; H−1(G)) , Qw ,
Ts , QT , Ss , QS , принадлежащих L2(D) , и τ ∈ (L2(D))2 задача (1)–(5) имеет хотя бы одно
решение Ξ ∈ W , для которого при почти всех t ∈ [0, t1] верно неравенство (6).

Пусть в области D1 ⊂ D известны данные наблюдений за возвышением уровня поверх-
ности океана ξ = ξobs(x, y, t) и за поверхностной температурой T |z=0 = Tobs(x, y, t) , которые
мы продолжим нулем на D \D1 . Данные наблюдений используются для отыскания потоков
влаги Qw , тепла QT и соли QS . Будем считать, что q = {Qw, QT , QS} разыскивается в
пространстве Q = E × (L2(D))2 , где E = Lp(0, t1; W 1

2 (Ω)) ∩ L2(D) , 1 < p ≤ 2 . Обозначим
через U(q) ⊂ W множество всех решений задачи (1)–(5), отвечающих данному значению q и
удовлетворяющих (6). Рассмотрим множество M всех пар {q, Ξ} таких, что q ∈ Q , Ξ ∈ U(q) .
Определим на M функционал

J(q, Ξ) = α(‖Qw −Qa
w‖2

E + ‖QT −Qa
T ‖2

D + ‖QS −Qa
S‖2

D) + ‖χξ − ξobs‖2
D + ‖χT |z=0 − Tobs‖2

D,

где α = const ≥ 0 , χ — характеристическая функция множества D1 , Qa
w ∈ E и Qa

T , Qa
S ∈

L2(D) — заданные функции. Рассмотрим следующую задачу вариационной ассимиляции дан-
ных: найти элемент {q, Ξ} ∈ M , для которого

J(q, Ξ) = inf
{q′,Ξ′}∈M

J(q′,Ξ′). (7)

Используя вытекающую из (6) априорную оценку, можно показать, что верна
Теорема 2. При всех α > 0 и ξobs, Tobs ∈ L2(D) задача (7) имеет решение.
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