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1. Постановка задачи. Пусть Ω ⊂ R2 — прямоугольник, ограниченный отрезками:

AB : 0 ≤ t ≤ T, x = 0; BC : 0 ≤ x ≤ l, t = T ; CD : 0 ≤ t ≤ T, x = l; DA : 0 ≤ x ≤ l, t = 0.

Через C2,1(Ω) обозначим множество функций u(x, t) дважды непрерывно дифференциру-
емых по x и единожды непрерывно дифференцируемых по t в области Ω . Под границей
области Ω понимаем совокупность отрезков Γ = AB ∪AD ∪ CD .

Периодическая задача. Найти решение уравнения

Lu = ut(x, T − t) + uxx(x, t) + aux(x, t) = f(x, t), (1)

u|t=0 = 0, (2)

u|x=0 − u|x=l = ux|x=0 − ux|x=l = 0, (3)

где f(x, t) ∈ L2(Ω) и a — константа.
Определение 1. Под регулярным решением задачи (1)–(3) будем понимать функцию

u(x, t) ∈ C2,1(Ω) ∩ C1,0(Ω) , обращающую в тождество уравнения (1) и краевые условия (2),
(3).

Определение 2.Функцию u(x, t) ∈ L2(Ω) назовем сильным решением задачи (1)-(3), если
существует последовательность функций {un} ∈ C2,1(Ω) ∩C1,0

(
Ω

)
и удовлетворяющая крае-

вым условиям задачи такая, что {un} и {Lun} , n = 1, 2, . . . сходятся в L2(Ω) соответственно
к u и f .

Определение 3. Краевая задача (1)–(3) называется сильно разрешимой, если сильное
решение задачи существует для любой правой части f(x, t) ∈ L2(Ω) и единственно.

Целью настоящей работы является исследование влияния младшего члена на сильную
разрешимость краевой задачи (1)–(3) в пространстве L2(Ω) .

2. Основные результаты.
Основными результатами наших исследований являются следующие теоремы 1, 2.
Теорема 1. Спектральная задача

Lu = ut(x, T − t) + uxx(x, t) + aux(x, t) = λu(x, t),

u|t=0 = 0,

u|x=0 − u|x=l = ux|x=0 − ux|x=l = 0,

имеет бесконечное множество собственных значений:

λmn = (−1)n

(
n +

1
2

)
π

T
−

(
2mπ

l

)2

+
2mπi

l
· a, m = 0,±1,±2 . . . ; n = 0, 1, 2, . . .
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и соответствующих им собственных функций:

umn(x, t) =
2√
T l

exp
(

2mπi

l
x

)
· sin

(
n +

1
2

)
πt

T
, m = 0,±1,±2, . . . ; n = 0, 1, 2, . . . ,

которые образуют ортонормированный базис пространства L2(Ω) , где Ω = [0, l]× [0, T ] .
Теорема 2. Если Re a 6= 0 , то существует обратный оператор L

−1 , который является
нормальным и компактным. Имеет место оценка

‖L −1‖ ≤ K−1, K = max

{
π

2T
,

2π

l
|Re a|

}
.

Спектр оператора L дискретен, т. е. не имеет предельных точек на конечной части плоскости.

Если Re a = 0 , Im a 6= (−1)n
(
n + 1

2

)

2m
· l

T
− 2mπ

l
, m = ±1,±2 . . . ; n = 0, 1, 2, . . . и обе

величины
2πT

l2
,

T · Im a

l
рациональны, то обратный оператор L

−1 существует, ограничен,

но некомпактен. Оператор L самосопряжен, его спектр состоит из счетного множества соб-
ственных значений и непрерывного спектра, заполняющего всю числовую ось (−∞, +∞) .
Точки непрерывного спектра являются предельными точками собственных значений.

Если Re a = 0, Im a 6= (−1)n
(
n + 1

2

)

2m
· l

T
− 2mπ

l
, m = ±1,±2 . . . ; n = 0, 1, 2, . . . и хотя

бы одна из двух величин
2πT

l2
,

T · Im a

l
иррациональна, то обратный оператор L

−1 суще-

ствует, но неограничен. Оператор L самосопряжен и его спектр состоит из счетного мно-
жества собственных значений, среди которых имеется счетное множество бесконечнократных
собственных значений.

Если Re a = 0 , Im a =
(−1)n

(
n + 1

2

)

2m
· l

T
− 2mπ

l
, m = ±1,±2 . . . ; n = 0, 1, 2, . . . для некото-

рых значений n = 0, 1, 2, . . . ; m = ±1,±2, . . . , то обратный оператор не существует. Оператор

L является самосопряженным. Если обе величины
2πT

l2
,

T · Im a

l
рациональны, то спектр

состоит из счетного множества собственных значений, среди которых имеется счетное мно-

жество бесконечнократных собственных значений. Если хотя бы одна из двух величин
2πT

l2
,

T · Im a

l
иррациональна, то спектр оператора L заполняет всю числовую ось (−∞, +∞) .
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