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В ограниченной односвязной области D ⊂ Rn с кусочно-гладкой границей Г рассмотрим
первую краевую задачу для нелинейного дифференциального уравнения в частных производ-
ных 6-го порядка:
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где K — произвольный линейный дифференциальный оператор в частных производных 2
порядка с достаточно гладкими коэффициентами, удовлетворяющий неравенству

‖Ku‖W 1
m(D) ≥ α1‖u‖W 2

r (D), m, r ≥ 2, (3)

для любых функций u(x) ∈ CK — классу трижды непрерывно дифференцируемых функ-
ций, обращающихся в нуль на границе Г вместе с первой производной по нормали; ν =
(ν1, . . . , νn) — вектор внутренней нормали к Г; Γ0 — часть границы Г, совпадающая с ха-
рактеристической поверхностью оператора К.

Определим банаховы пространства H+ и HL с нормами

‖u‖+ = ‖Ku‖W 1
m(D), ‖u‖L = ‖Ku‖W 1

m(D) + ‖u‖W 2
e (D), e ≥ 2,

полученные замыканием по этим нормам множества функций

CL =
{

u ∈ CK :
∂u2

∂ν2
|Γ\Γ0

= 0
}

.

Из (3) следует, что ‖ · ‖+ — действительно норма, и пространства H+ и HL , очевидно,
сепарабельны. Можно показать также, что они рефлексивны и для них имеет место следующая
лемма.

Лемма. Для любой функции u(x) ∈ CK и любого сколь угодно малого ε > 0 существует
α2 такое, что выполнено неравенство

‖Ku‖W 1
m(D) ≥ α2

∥∥∥∥
∂2u

∂ν2

∥∥∥∥
L2(Γε)

, Γε = {x ∈ Γ\Γ0 : ρ(x,Γ0) > ε}. (4)

Из теорем вложения пространств Соболева и неравенства (3) непосредственно следует, что
краевые условия класса функций CK выполняются и для функций из пространств H+ и HL .
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После введения непрерывного оператора следа для второй производной по нормали на Γ\Γ0

и продолжения его по непрерывности на пространство H+ получаем, что по неравенству (4)
дополнительное краевое условие класса функций CL наследуется и для пространства H+ ,
т. е. для функций из H+ выполнены однородные краевые условия (2).

Предположим, что функции f1(x), f2(x), f3(x) из (2) допускают продолжение f(x) внутрь
области D из пространства W 3

m(D)
⋂

W 2
k (D) , где k = max(r, e) . Тогда совокупность функций

вида u(x) = z(x) + f(x) , где z(x) ∈ H+(HL) , образует пространство H+(f)(HL(f)) .
Вводя обычные определения слабого и сильного обобщенных решений первой краевой за-

дачи (1), (2), где H−(HΘ) — негативные пространства к H+(HL) , построенные относительно
гильбертова пространства L2(D) , и накладывая ряд предположений (10−50) для различных
уравнений вида (1), означающих условия на поведение нелинейных функций Ai, Bα(x, ξβ, ηj) ,
i, j = 0, n , |α|, |β| ≤ 2 , доказываем следующую теорему.

Теорема. Если выполнены предположения (10 − 30) , то первая краевая задача (1), (2)
для любой функции h(x) ∈ H−(HΘ) имеет по крайней мере одно слабое обобщенное решение
из пространства H+(f)(HL(f)) . Если выполнены предположения (10, 20, 40) , то это решение
единственно, а при выполнении (10, 20, 50) слабое решение совпадает с сильным, т. е. отобра-
жение

L : H+(f) → H− (L : HL(f) → HΘ)

есть гомеоморфизм.
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