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Рассмотрим линейные системы дифференциальных уравнений в частных производных
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L2(D)u ≡ a2Dtu + b2B(Dx)u = λu + f, при a2 =
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где Dt и B(Dx) =
∑
|α|≤r

bαDα
x дифференциальные операции соответственно по t ∈ Vt =

[T, 0],−∞ < T < 0, и x = (x1, . . . , xm) ∈ Vx — замкнутой ограниченной области евклидова
пространства Rm, D = DtDx, α — целочисленный мультииндекс |α| = α1 + · · · + αm, bα(x) =
bα1α2...αm(x), Dα

x = Dα1
x1

. . . Dαm
xm

, u = u(t, x) =
(
u1(t, x), u2(t, x)

)T является вектор — столбцом.
Присоединим к системам (1) и (2) краевые условия

Γtu ≡ u1

t=T
= u1

t=0
= 0, Γxu = 0. (3)

описывающие поведение вектор — функции u(t, x) в граничных точках множества V = Vt×Vx

по переменным t и x соответственно. Обозначим через B сильное расширение в гильберто-
вом пространстве Hx = L2(Vx) дифференциальной операции B(Dx) , первоначально заданной
на гладких функциях, удовлетворяющих условиям Γxu = 0 . В дальнейшем считаем, что пол-
ная система {ϕs; s ∈ S}, собственных элементов оператора B образует базис Рисса в Hx ;
собственному значению B(s) принадлежит собственный элемент ϕs . Через %B , σB ; PσB ,
CσB и RσB принято обозначать резольвентное множество, спектр; точечный, непрерывный
и остаточный спектры оператора B соответственно. Положим Ht = L2(Vt), Htx = Ht ⊗Hx —
тензорное произведение пространств Ht и Hx [1]. Через H обозначим гильбертово простран-
ство, равное ортогональной сумме двух копий гильбертова пространства Htx : H = Htx⊕Htx .
Известно, что H = H2

t ⊗ Hx , где H2
t = Ht ⊕ Ht , и норма в гильбертовом пространстве H

вектор — функций u : V → H2
x вычисляется по формуле |u; H| = ∣∣|u(t); H2

x|; Ht

∣∣ .
Определение. Элемент u ∈ H называется обобщённым решением задачи (1)–(3), если

найдётся последовательность {un} гладких и удовлетворяющих условиям (3) вектор — функ-
ций un = un(t, x) , что lim

n→∞ |un − u; H| = lim
n→∞ |L1(D)un − λu− f ; H| = 0 .

Это определение ставит в соответствие задаче (1)–(3) замкнутый оператор L1 [2]. Под
спектральными свойствами задачи (1)–(3) мы понимаем соответствующие свойства оператора
L1 . Аналогично определяется оператор L2 , сопоставляемый задаче (2)–(3).

Пусть A(K) = {A(k) : k ∈ Z}, A(k) = −ik π
T . Обозначим через A(K) пополнение множе-

ства A(K) символом A(∞) = lim
k→∞

A(k) = i ·∞ ; а через (B(S))′ — предельные точки множе-

ства B(S) = {B(s); s ∈ S} . Пусть AB = A(K)∩B(S) , AB′ = A(K)∩ (B(S))′ . Будем считать,
что A(k) ∈ (B(S))′ и, в частности, A(∞) ∈ (B(S))′ , если найдутся такие последовательности
{kj}∞j=1 , kj ∈ Z; {B(sj)}∞j=1 , sj ∈ S ; что lim

j→∞
|A(kj)−B(sj)| = 0 и lim

j→∞
A(kj) = A(k).

Теорема 1. Зависимость структуры спектра σL1 оператора L1 от параметров задачи (1),
(3) следующая:
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1. Если 0 ∈ PσB , то PσL1 = C.

2. Если множество AB не пусто, то PσL1 = C.

3. Если AB = ∅ , а множество AB′ не пусто, то CσL1 = C.

4. Если AB = AB′ = ∅ , то σL1 = ∅ и, следовательно, %L1 = C .

Теорема 2. Зависимость структуры спектра σL2 оператора L2 от параметров задачи (2),
(3) следующая:

1. Если 0 ∈ PσB , то PσL2 = C .

2. Если 0 ∈ CσB , то σL2 = PσL2 ∪ CσL2 = C .

3. Если 0 /∈ σB , то σL2 = PσL2 ∪ CσL2 . Причём CσL2 = PσL2 \ PσL2 .

Теорема 3. Зависимость свойств системы собственных вектор — функций оператора L2 :
H → H от параметров задачи (2), (3) следующая:

1. Система собственных вектор — функций оператора L2 минимальна в гильбертовом про-
странстве H .

2. Система собственных вектор — функций оператора L2 полна в гильбертовом простран-
стве H тогда и только тогда, когда множество AB пусто, то есть 0 /∈ PσL2 .

3. Если множество AB пусто, то существует последовательность из полной системы соб-
ственных вектор — функций оператора L2 , не являющаяся базисом в гильбертовом про-
странстве H .

Случай m = 1, B(Dx) = Dx + ε , при условиях периодичности по x рассмотрен в [3].
Авторы выражают глубокую благодарность проф. А. А. Дезину и проф. В. К. Романко за поста-

новку задачи и обсуждение полученных результатов.
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