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Выписав две эллиптические системы
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отметим, что система (1) подобна системе (2) в следующем смысле: после умножения перво-
го уравнения системы (2) на −1 и формальной замены −f1 на f1 (в силу произвольности
правой части), получаем систему (1). Эти преобразования могут наводить на мысль о совпа-
дении свойств разрешимости краевых задач для данных систем безотносительно к условиям,
определяющим краевую задачу. Тем не менее исследования показывают, что спектральные
свойства дифференциальных операторов, порождаемых рассматриваемой задачей различны.
Системы (1) и (2) будем в дальнейшем называть эллиптическими системами первого и вто-
рого типа соответственно.

Рассмотрим линейные системы дифференциальных уравнений в частных производных
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x — дифференциальные операции соответственно по t ∈ Vt =

[0, T ] , 0 < T < +∞, и x = (x1, . . . , xm) ∈ Vx — замкнутой ограниченной области евклидова
пространства Rm , D = DtDx , α — целочисленный мультииндекс |α| = α1+ · · ·+αm , bα(x) =
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Присоединим к системам (1) и (2) краевые условия

Γtu ≡ µu(0)− u(T ) = 0; µ ∈ C, µ 6= 0; Γxu = 0, (5)

описывающие поведение вектор-функции u(t, x) в граничных точках множества V = Vt × Vx

по переменным t и x соответственно. Обозначим через B сильное расширение в гильберто-
вом пространстве Hx = L2(Vx) дифференциальной операции B(Dx) , первоначально заданной
на гладких функциях, удовлетворяющих условиям Γxu = 0 . В дальнейшем считаем, что пол-
ная система {ϕs; s ∈ S}, собственных элементов оператора B образует базис Рисса в Hx ;
собственному значению B(s) принадлежит собственный элемент ϕs . Через %B , σB ; PσB ,
CσB и RσB принято обозначать резольвентное множество, спектр; точечный, непрерывный
и остаточный спектры оператора B соответственно. Положим Ht = L2(Vt), H2

t = Ht⊕Ht —
ортогональная сумма двух копий гильбертова пространства Ht . Через H обозначим тен-
зорное произведение гильбертовых пространств H2

t и Hx : H = H2
t ⊗ Hx [1]. Известно, что

203



Международная конференция "Дифференциальные уравнения, теория функций и приложения", 2007, с. 203–204

H = Ht ⊗H2
x и норма в гильбертовом пространстве H вектор-функций u : V → H2

x вычис-
ляется по формуле |u; H| = ∣∣|u(t); H2

x|; Ht

∣∣ .
Определение. Элемент u ∈ H называется обобщённым решением задачи (3)–(5), если

найдётся последовательность {un} гладких и удовлетворяющих условиям (5) вектор-функций
un = un(t, x) , что lim

n→∞ |un − u; H| = lim
n→∞ |L1(D)un − λu− f ; H| = 0 .

Это определение ставит в соответствие задаче (3)–(5) замкнутый оператор L1 [2]. Под спек-
тральными свойствами задачи (3)–(5) мы понимаем соответствующие свойства оператора L1 .
Аналогично определяется оператор L2 , сопоставляемый задаче (4)–(5).

Теорема 1. Спектр σL1 оператора L1 : H → H состоит из замыкания на комплексной
плоскости точечного спектра PσL1 оператора L1 . Множество CσL1 = σL1 \ PσL1 образу-
ет непрерывный спектр оператора L1 . Система собственных вектор-функций оператора L1

образуют базис Рисса в пространстве H .
Теорема 2. Зависимость свойств системы собственных вектор-функций оператора L2 :

H → H от параметров задачи (4), (5) следующая:

1. Система собственных вектор-функций оператора L2 минимальна в гильбертовом про-
странстве H .

2. Система собственных вектор-функций оператора L2 полна в гильбертовом пространстве
H тогда и только тогда, когда 0 /∈ PσL2 .

3. Если 0 /∈ PσL2 , то система собственных вектор-функций оператора L2 образует базис
в H ; построенный базис не является базисом Рисса в H .

Пример 1. Спектр периодической задачи для эллиптической системы первого типа, рас-
сматриваемой в V = [0, 2π]2 , состоит из собственных значений

λm,k,s = ik + i(−1)m [is + ε] ; m = 1, 2; k, s = 0,±1,±2, . . . .

Точки спектра расположены (достаточно редко) на прямых, параллельных мнимой оси. Соб-
ственные вектор-функции образуют ортонормированный базис в H = L2

(
V

)
.

Пример 2. Точечный спектр периодической задачи для эллиптической системы второго
типа, рассматриваемой в V = [0, 2π]2 , даётся формулой

λm,k,s = (−1)m
√
−k2 + (is + ε)2; m = 1, 2; k, s = 0,±1,±2, . . . .

Точки точечного спектра расположены достаточно редко на комплексной плоскости. Система
собственных вектор-функции не является полной в H = L2

(
V

)
, при ε = 1 .
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