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Пусть M — риманово многообразие с концами D1, . . . , Dm . Зафиксируем некоторый ко-
нец Di . Пусть f1(x) и f2(x) — непрерывные ограниченные на Di функции. Будем говорить,
что функции f1(x) и f2(x) эквивалентны на Di , и использовать обозначение f1(x) ∼ f2(x) ,
если для некоторого гладкого исчерпания {Bk}∞k=1 конца Di выполнено равенство

lim
k→∞

sup
Di\Bk

|f1(x)− f2(x)| = 0.

Отношение “ ∼ ” является отношением эквивалентности, не зависит от выбора исчерпания
конца Di и, таким образом, разбивает множество всех непрерывных ограниченных на Di

функций на классы эквивалентности (см., например, [2]). Обозначим класс эквивалентных f
функций через [f ] .

Введем понятие предела по концу многообразия.
Определение 1. Будем говорить, что число b является пределом функции u(x) по кон-

цу Di и использовать обозначение lim
Di

u(x) = b , если u(x) ∼ b на Di , т. е.

lim
k→∞

sup
Di\Bk

|u(x)− b| = 0

для некоторого исчерпания {Bk} конца Di .
Несложно показать, что определение предела не зависит от выбора исчерпания {Bk}∞k=1 в

силу свойств отношения “ ∼ ” (см., например, [2]).
Определим поток гармонической функции по концу многообразия.
Определение 2. Потоком гармонической функции u по концу Di назовем число

flux
Di

u =
∫

∂B(0,r)∩Di

∂u

∂ν
dµ′,

где B(0, r) — геодезический шар радиуса r такой, что B ⊂ B(0, r) , ν — единичная внешняя
нормаль к B(0, r) .

Заметим, что в силу формулы Грина определение потока не зависит от r .
Всюду далее будем считать, что D1, . . . , Ds — концы параболического типа, Ds+1, . . . ,

Ds+l — концы гиперболического типа, s + l = m .
Обозначим через H(M) пространство гармонических на M функций.
Пусть Dj — конец гиперболического типа. Будем говорить, что функция fj принадле-

жит классу допустимых на конце Dj функций, если на конце Dj существует гармоническая
функция u такая, что u ∼ fj на конце Dj .

Всюду далее через Kj будем обозначать класс допустимых на конце Dj функций, j =
s + 1, . . . , s + l .
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Пусть теперь Di — конец параболического типа. Обозначим через HAi(Di) такое под-
пространство гармонических на конце Di функций, что для любой функции u ∈ HAi(Di)
существует конечный или бесконечный предел lim

Di

u .

Обозначим через HA(M) такой класс гармонических на M функций, что любая функция
u ∈ HA(M) на каждом конце параболического типа Di принадлежит HAi(Di) , т.е.

HA(M) = {u ∈ H(M) : u|Di ∈ HAi(Di), i = 1, . . . , s}.
Далее будем рассматривать многообразия M , которые имеют гиперболический тип. Заме-

тим, что многообразие с концами имеет гиперболический тип тогда и только тогда, когда оно
содержит хотя бы один конец гиперболического типа (см. [1]).

Пусть a1, . . . , as — некоторый набор констант, а fs+1, . . . , fs+l — набор функций, заданных
на концах Ds+1, . . . Ds+l соответственно. Будем говорить, что на многообразии M разреши-
ма обобщенная краевая задача третьего рода (1) для набора констант a1, . . . , as и набора
функций fs+1, . . . , fs+l , если на M существует функция u(x) ∈ H(M) такая, что

flux
Di

u(x) = ai, i = 1, . . . , s, u(x)|Dj ∈ [fj ], j = s + 1, . . . , s + l. (1)

Нам также потребуется определение ∆ -строгого конца многообразия (см. [2]). Пусть
vj(x) — емкостный потенциал конца Dj .

Определение 3. Будем говорить, что конец Dj многообразия M является ∆ -строгим,
если vj(x) ∈ [0] на Dj .

Очевидно, что каждый ∆ -строгий конец Dj многообразия M имеет гиперболический
тип.

Основные результаты работы содержатся в следующих утверждениях.
Теорема 1. Пусть M такое, что для всех j = s + 1, . . . , s + l концы Dj являются ∆ -

строгими. Тогда на многообразии M разрешима обобщенная краевая задача третьего рода
(1) для любых констант a1, . . . , as и любых непрерывных ограниченных функций fj ∈ Kj ,
j = s + 1, . . . , s + l .

Теорема 2. Пусть M такое, что для всех j = s + 1, . . . , s + l концы Dj являются ∆ -
строгими. Если ai = 0 для всех i = 1, . . . , s , то решение обобщенной краевой задачи третьего
рода (1) в классе функций u ∈ HA(M) существует и единственно для любых непрерывных
ограниченных функций fj ∈ Kj , j = s + 1, . . . , s + l .

Теорема 3. Пусть M такое, что для всех j = s + 1, . . . , s + l концы Dj являются ∆ -
строгими. Если для всех i = 1, . . . , s , для которых ai 6= 0 , существует неограниченная на
конце Di функция u ∈ HAi(Di) , то решение обобщенной краевой задачи третьего рода (1) в
классе функций u ∈ HA(M) существует и единственно для любых непрерывных ограничен-
ных функций fj ∈ Kj , j = s + 1, . . . , s + l .

Теорема 4. Предположим, что на M выполнены следующие условия
1) для каждого i = 1, . . . , s1 ≤ s существует неограниченная на конце Di функция u ∈

HAi(Di) ,
2) для всех j = s1 + 1, . . . , s любая функция u ∈ HAj(Dj) ограничена на Dj ,
3) для всех p = s+1, . . . , s+l классы допустимых функций Kp состоят только из констант.
Тогда

dimHA(M) = s1 + l.
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