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В конечной области Ω ⊂ R2 , ограниченной при y < 0 характеристиками AC : x + y = 0 ,
BC : x− y = 1 , а при y > 0 — кривой Ляпунова

σδ =

{
(x, y) :

(
x− 1

2

)2

+ (y + δ)2 =
1
4

+ δ2, y > 0

}
,

рассмотрим однородную задачу Трикоми для уравнения Лаврентьева – Бицадзе

sgn yuxx + uyy = 0, (1)

u|σδ∪AC = 0, (2)

причем должны выполняться следующие условия "склеивания"решения на линии изменения
типа уравнения {y = 0} :

u(x,+0) = u(x,−0), (3)

uy(x,+0) = uy(x,−0). (4)

В работах [1, 2] для более общего уравнения Геллерстедта

sgn y|y|muxx + uyy = 0

было показано существование разрывного решения задачи Трикоми в случае, если m > 2 , а
углы подхода кривой Ляпунова к линии изменения типа уравнения достаточно велики.

Оказалось, что этот результат можно значительно усилить, и, помимо тривиального u ≡ 0 ,
имеет место разрывное решение однородной задачи Трикоми даже для случая уравнения (1)
(при m = 0 ) и малых углах подхода. Именно, доказана следующая теорема.

Теорема 1. В случае тех контуров σδ , для которых параметр δ может быть представлен
в виде

δ =
1
2
ctg

(
4p− 1

4n
· π

)
, n = 1, 2, . . . ; p = 1, 2, . . . , n, (5)

существует ненулевое разрывное в точке B(1, 0) решение (разрыв порядка n ), однородной за-
дачи Трикоми для уравнения Лаврентьева – Бицадзе (задачи (1)–(2)), которое представляется
по формуле

u(x, y) =





n∑
k=0

(−1)kCk
n

cos(k·arctg y
1−x)+sin(k·arctg y

1−x)
((1−x)2+y2)

k
2

=

=
n∑

k=0

(−1)kCk
n

(1−x)k+k(1−x)k−1y−C2
k(1−x)k−2y2−C3

k(1−x)k−3y3+...

((1−x)2+y2)
k
2

, y > 0,

(−1)n
(

x+y
1−x−y

)n
, y < 0.

(6)

265



Международная конференция "Дифференциальные уравнения, теория функций и приложения", 2007, с. 265–266

Замечание. Нетрудно видеть, что, полагая p = 1 в соотношении (5), мы можем получит
существование разрывного решения задачи (1)–(2) в случае контуров, угол подхода которых
к линии изменения типа уравнения очень мал и даже близок к 0 .

Пример. Теорему 1 можно проиллюстрировать, полагая n = 1 (в этом случае p = 1 ) и
n = 2 ( p = 1 и p = 2 ). При n = 1 контур σδ запишется в виде

σ =

{
(x, y) :

(
x− 1

2

)2

+
(

y − 1
2

)2

=
1
2
, y > 0

}
,

а решение

u(x, y) =





1− 1−x+y
(1−x)2+y2 = −

1
2
−(x− 1

2)
2−(y− 1

2)
2

(1−x)2+y2 , y > 0,

− x+y
1−x−y = 1− 1

1−x−y , y < 0,

очевидно, удовлетворяет уравнению (1), краевым условиям (2) и условиям согласования (3)–
(4), что можно показать простой подстановкой.

При n = 2 решение

u(x, y) =





1− 2 1−x+y
(1−x)2+y2 + (1−x)2+2(1−x)y−y2

((1−x)2+y2)2
, y > 0,

1− 2 1
1−x−y + 1

(1−x−y)2
, y < 0

удовлетворяет однородной задаче Трикоми (1)–(4) сразу для двух контуров

σ1 =



(x, y) :

(
x− 1

2

)2

+

(
y +

√
2− 1
2

)2

=
1
4

+

(√
2− 1
2

)2

, y > 0





и

σ2 =



(x, y) :

(
x− 1

2

)2

+

(
y −

√
2 + 1
2

)2

=
1
4

+

(√
2 + 1
2

)2

, y > 0





Полученный результат о существовании разрывного решения задачи Трикоми может быть
использован при изучении свойств соответствующего дифференциального оператора, прежде
всего его спектральных свойств.

В заключении автор хотел бы выразить благодарность научному руководителю академику НАН
РК Т. Ш. Кальменову за постановку задачи и постоянное внимание к работе.
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