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Рассмотрим уравнение смешанного типа

Lu ≡ K(y)uxx + uyy − b2K(y)u = 0 , (1)

где K(y) = sgn y · |y|m,m = const > 0 , b = const ≥ 0 , в прямоугольной области D =
{(x, y)| 0 < x < 1,−α < y < β} , α, β — заданные положительные числа.

Задача. Найти в области D функцию u(x, y) , удовлетворяющую условиям:

u(x, y) ∈ C(D) ∩ C1(D ∪ {x = 0} ∪ {x = 1}) ∩ C2(D+ ∪D−), (2)

Lu(x, y) ≡ 0, (x, y) ∈ D+ ∪D−, (3)

ux(0, y) = ux(1, y), u(1, y) = 0, −α ≤ y ≤ β, (4)

u(x, β) = ϕ(x), u(x,−α) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ 1, (5)

где ϕ и ψ — заданные достаточно гладкие функции, причем ϕ′(0) = ϕ′(1) , ψ′(0) = ψ′(1) ,
ϕ(1) = ψ(1) = 0 , D+ = D ∩ {y > 0} , D− = D ∩ {y < 0} .

В данной заметке, следуя [1, 2], установлены критерий единственности и существование
решения задачи (2)—(5).

Теорема 1. Если существует решение u(x, y) задачи (2)–(5), то оно единственно только
тогда, когда ∀n ∈ N :

∆n(α, β) = J 1
2q

(pnαq)K 1
2q

(pnβq) +
π

2
I 1

2q
(pnβq)Y 1

2q
(pnαq) 6= 0, (6)

где Y 1
2q

(pnyq) = (J 1
2q

(pnyq)+J− 1
2q

(pnyq))/ sin π
2q , J 1

2q
(x), J− 1

2q
(x), I 1

2q
(x),K 1

2q
(x) — соответствен-

но функции Бесселя I рода, модифицированные функции Бесселя I и III рода порядка 1/2q,

pn =
√

b2 + (2πn)2/q, q = (m + 2)/2.
Пусть при некоторых α , β и n = k ∈ N : ∆k(α, β) = 0 . Тогда однородная задача (2)–(5)

(где ϕ(x) = ψ(x) ≡ 0 ) имеет нетривиальные решения

uk(x, y) =





∆k(α, y)
√

y(4λ1(1− x) cos(2πkx) + 2λ2(1− x) + 4λ3 sin(2πkx)), y > 0,

∆k(−y, β)
√−y(4λ1(1− x) cos(2πkx) + 2λ2(1− x) + 4λ3 sin(2πkx)), y < 0,

где λ1, λ2, λ3 — вещественные постоянные.
Выражение ∆n(α, β) представим в следующем виде: ∆n(α, β) = I 1

2q
(pnβq)δn(α, β), где

δn(α, β) = J 1
2q

(pnαq)K 1
2q

(pnβq)/I 1
2q

(pnβq) + π
2 Y 1

2q
(pnαq).

Лемма. Существуют α и постоянная C0 > 0 такие, что при всех β > 0 и больших n
справедлива оценка

inf
n
|√nδn(α, β)| ≥ C0 > 0. (7)
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Теорема 2. Если ϕ(x) и ψ(x) ∈ C3+α[0, 1], 0 < α < 1, ϕ′(0) = ϕ′(1), ψ′(0) = ψ′(1), ϕ(1) =
ψ(1) = 0, ϕ′′(0) = ϕ′′(1), ψ′′(0) = ψ′′(1), выполнены условия (6) и (7), то существует решение
задачи (2)–(5) и оно представимо в виде суммы ряда

u(x, y) = 2(1− x)u0(y) + 4
∞∑

n=1

un(y)(1− x) cos(2πnx) + 4
∞∑

n=1

vn(y) sin(2πnx),

где функции u0(y), un(y), vn(y) определены соответственно по формулам

u0(y) =
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где

ϕn =

1∫

0

ϕ(x) cos(2πnx)dx, ψn =

1∫

0

ψ(x) cos(2πnx)dx, ϕ1n =

1∫

0

xϕ(x) sin(2πnx)dx,

ψ1n =

1∫

0

xψ(x) sin(2πnx)dx, ϕ0 =

1∫

0

ϕ(x)dx, ψ0 =

1∫

0

ψ(x)dx,

An(y, β) = I 1
2q

(pnβq)K 1
2q

(pnyq)− I 1
2q

(pnyq)K 1
2q

(pnβq),

Bn(α,−y) =
π

2
(Y 1

2q
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2q
(pnαq)− Y 1

2q
(pnαq)J 1

2q
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функции w+
n (y), w−n (−y) выражаются через отмеченные выше функции Бесселя.

Отметим, что построенное решение u(x, y) задачи (2)–(5) принадлежит классу C2(D) и
функция u(x, y) всюду в D является решением уравнения (1) . Линия изменения типа y = 0
уравнения (1) как особая линия устраняется.
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