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Центральное место в спектральной теории дифференциальных операторов занимает вопрос
о разложении функций в биортогональный ряд по собственным и присоединенным функциям
дифференциальных операторов. Если система собственных функций самосопряженного опера-
тора с точечным спектром всегда образует ортонормированный базис, то система собственных
функций несамосопряженного оператора может оказаться даже неполной. Тогда приходится
их дополнять так называемыми присоединенными функциями. При этом, если uk0 — соб-
ственная функция, а uki — соответствующая ей присоединенная функция порядка i ≥ 1 , то
присоединенные функции можно выбирать равными uki + ckuk0 .

Обычно, вектор u0 6= 0 называют собственным вектором оператора A , соответствующим
собственному значению λ0 , если (A − λ0E)u0 = 0 , и вектор um называют присоединенным
вектором порядка m ≥ 1 , соответствующим тому же λ0 , если (A − λ0E)m+1um = 0 , (A −
λ0E)mum 6= 0 . Объединение всех собственных и присоединенных векторов принято называть
корневыми векторами оператора А.

Согласно теории присоединенных функций, построенной М. В. Келдышем [1] для обыкно-
венного дифференциального оператора L порядка n , в случае когда коэффициенты опера-
тора L не зависят от спектрального параметра λ , собственные и присоединенные функции
можно определить следующим образом

Lu0 = λ0u0, Lu1 = λ0u1 + u0, . . . , Lus = λ0us + us−1. (1)

При рассмотрении ряда задач применение этих формул может быть малоэффективным. Так,
между соответствующими представлениями операторов L,L2 или L,L−1 отсутствуют про-
стые соотношения.

Кроме того оказывается, что построенная этим способом система собственных и присо-
единенных функций, в случае когда общее число присоединенных функций бесконечно, мо-
жет быть базисом при одном выборе присоединенных функций и перестает быть базисом при
другом выборе таковых (присоединенные функции могут быть определены с точностью до
слагаемого, содержащего предыдущие присоединенные функции) (см., например, [2, 3]). Это
обстоятельство побудило В. А. Ильина [2] ввести понятие приведенной системы собственных
и присоединенных функций, которая обладает свойством базисности всякий раз, если только
существует хотя бы один выбор присоединенных функций, обеспечивающий базисность всей
системы корневых функций. В этой связи в математической литературе встречается термин
"при специальном выборе присоединенных функций"[4, 5].

Эти факты говорят о том, что все еще не удается в достаточно широкой степени построить
аналог жордановой канонической формы и теории элементарных делителей линейных опе-
раторов в конечномерном пространстве. Наличие такой проблемы отмечено также в [6, стр.
470].

В данной работе предлагаются новые формулы построения присоединенных функций диф-
ференциального оператора L (с вполне непрерывным обратным оператором L−1 ):

Luk0 = λ0uk0, Luki = λk(uki + αkuki−1). (2)
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При αk = 1
λk

эти формулы совпадают с (1). Другие способы построения присоединенных
функций обыкновенных дифференциальных операторов высших порядков встречаются в ра-
ботах И. С. Ломова [7], В. Д. Будаева [8] и др. Но в этих работах выбор коэффициента αk

тем или иным образом зависит от порядка оператора. Если в (2) положить αk = 1 , то можно
избежать зависимости от порядка дифференциального оператора. Поэтому будем считать, что
присоединенные функции построены по формуле

Luk0 = λ0uk0, Luki = λk(uki + uki−1). (3)

Для произвольной системы функций uk0, uk1 из класса L2 , несвязанной, вообще говоря,
с дифференциальным оператором, справедлива следующая

Теорема. Пусть система uk0, uk1 образует безусловный базис в L2 . Тогда для безусловной
базисности в L2 системы uk0, uk1 + uk0 необходимо и достаточно выполнение равномерной
оценки

‖uk0‖L2 ≤ c0‖uk1‖L2 , (4)

где c , c0 — произвольные постоянные.
Оценки (4), названные В. А. Ильиным антиаприорными оценками, всегда будут выполнены

для оператора
Lu = −u′′(x) + q(x)u(x),

заданного на конечном интервале G , если присоединенные функции построены по формуле
(3) и q(x) ∈ L1(G) .
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