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Постановка задач. Пусть Ω ⊆ Rn , Γ = ∂Ω , Q = {(x, t) : x ∈ Ω, 0 < t < T} , S =
Γ× (0, T ) . Пусть a(x, t) , b(x, t) , hj(x, t) , j = 0, 1, . . . , m , ϕ(x) , ψ(x) , ui(x) , i = 1,m , K(t) ,
v1(x) – заданные функции, определенные при x ∈ Ω , t ∈ [0, T ] , 0 < t1 < t2 < · · · < tm ≤ T .

H0 = {v(x, t) ∈ L∞(0, T ; W 2
2 (Ω)), vt(x, t) ∈ L∞(0, T ; W 1

2 (Ω)), vtt(x, t) ∈ L2(Q)},
V0 = {v(x, t) : v(x, t) ∈ H0, vt(x, t) ∈ H0}.

Задача 1. Найти функции u(x, t) , q1(x) ,. . . , qm(x) , удовлетворяющие в Q уравнению

utt −∆u + b(x, t)ut + a(x, t)u =
m∑

k=1

hk(x, t)qk(x) + h0(x, t) (1)

при выполнении для функции u(x, t) условий:

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), x ∈ Ω, u(x, t)|S = 0, (2)

u(x, tk) = uk(x), k = 1, . . . , m, x ∈ Ω. (3)

Задача 2. Найти функции u(x, t) , q1(x) , удовлетворяющие в Q уравнению (1) при m =
1 , такие, что справедливы условия (2), а также интегральное условие

T∫

0

K(t)u(x, t)dt = v1(x), x ∈ Ω. (4)

Разрешимость задач. Рассмотрим линейную алгебраическую относительно функций
a1(x) , . . . , am(x) систему

m∑

i=1

ai(x)hi(x, tk) = vtt(x, tk) + b(x, tk)vt(x, tk) + a(x, tk)uk(x)−∆uk(x)− h0(x, tk), k = 1,m.

Предполагая, что определитель системы d0(x) 6= 0 на Ω , найдем функции ak(x) :

ak(x) =
m∑

i=1

βki(x)vtt(x, ti) +
m∑

i=1

γki(x)vt(x, ti) + µk(x), k = 1, . . . ,m,

функции βki(x) , γki(x) , µk(x) вполне конкретно вычисляются через функции a(x, t) , b(x, t) ,
h0(x, t) , hk(x, t) , uk(x) , k = 1, . . . ,m. Положим также

si(x, t) =
m∑

k=1

hk(x, t)βki(x), pi(x, t) =
m∑

k=1

hk(x, t)γki(x),
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g(x, t) =
m∑

k=1

hkt(x, t)µk(x) + h0t(x, t), α(x, t) =
h1(x, t)

T∫
0

K(t)h1(x, t)dt

.

Теорема 1. Пусть
1) a(x, t), b(x, t) ∈ C2(Q) , hk(x, t) ∈ W 1∞(Q)∩W 2

2 (Q) , hkt(x, t) ∈ W 1∞(Q) , hktt(x, t) ∈ L2(Q) ,

hk(x, ti) ∈ W 1∞(Ω) , k = 0, 1, . . . ,m , i = 1, . . . , m , ϕ(x) ∈ W 2
2 (Ω) ∩ ◦

W 1
2(Ω) , ψ(x) ∈ W 2

2 (Ω) ∩
◦

W 1
2(Ω) , uk(x) ∈ W 3

2 (Ω) ∩W 2∞(Ω) ∩ ◦
W 1

2(Ω) , g(x, t) ∈ L2(0, T ;
◦

W 1
2(Ω)) , k = 1, . . . , m ,

2) d0(x) ≥ d0 > 0 , a(x, t) ≥ 0 , b(x, t) ≥ b0 > 0 , bt(x, t) + a(x, t) > 0 , (x, t) ∈ Q;
3) ∃δ0 > 0, δ1 > 0 такие, что выполняются следующие условия

b0 = b0 − (m + 1)δ2
1 −

δ2
0

2
− 1

2
max

Q
[(bt(x, t) + a(x, t))t]− T 2

2δ2
0

max
Q

a2
t (x, t) > 0;

1
2
− m(2m + 1)

2
vraimax

Ω

[
s2
i (x, 0)

]− Tm(m + 1)
2δ2

1

vraimax
Q

[
s2
it(x, t)

]
> 0;

1
2

min
Q

[bt(x, t) + a(x, t)]− m(2m + 1)
2

vraimax
Ω

[
p2

i (x, 0)
]− Tm2

2δ2
1

vraimax
Q

[
p2

it(x, t)
]

> 0.

Тогда обратная задача (1)–(3) имеет решение {u(x, t), q1(x), . . . , qm(x)} такое, что u(x, t) ∈ V0 ,
qk(x) ∈ W 1

2 (Ω) , k = 1, . . . , m.
Теорема 2. Пусть
1) a(x, t), b(x, t) ∈ C1(Q) , K(t) ∈ C1[0, T ] , h1(x, t) ∈ L∞(Q) , h1t(x, t) ∈ L∞(Q) , h0(x, t) ∈

L2(Q) , h0t(x, t) ∈ L2(Q) , v1(x) ∈ W 2
2 (Ω) ∩ ◦

W 1
2(Ω) , ϕ(x) ∈ W 2

2 (Ω) ∩ ◦
W 1

2(Ω) , ψ(x) ∈ W 2
2 (Ω) ∩

◦
W 1

2(Ω) .
2) a(x, t) ≥ 0, b(x, t) ≥ b0 > 0, at(x, t) ≤ 0, (x, t) ∈ Q;
3) ∃δ0 > 0, δ1 > 0, δ2 > 0, δ3 > 0 такие, что 1− δ2

1K
2(T ) > 0;

b0 >
δ2
0

2
+

[
1

2δ2
1

+
1

2δ2
2

+
1

2δ2
3

]
max

Q
α2(x, t) +

δ2
2

2
max

Q
(bK −Kt)2 + δ2

3T
2 max

Q
(aK)2.

4)

∣∣∣∣∣
T∫
0

K(t)h1(x, t)dt

∣∣∣∣∣ ≥ k0 > 0, x ∈ Ω.

Тогда обратная задача (1), (2), (4) имеет решение {u(x, t), q1(x)} такое, что u(x, t) ∈ V0 ,
q1(x) ∈ L2(Ω).

Идея доказательств обеих теорем состоит в следующем. Рассматриваемые обратные задачи
сводятся к прямым нелокальным краевым задачам для “нагруженных” уравнений составного
типа [1, 2]. При решении полученных задач используются методы продолжения по параметру,
регуляризации и метод априорных оценок.
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