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Известно, что в последнее время интенсивно исследуются спектральные задачи для уравне-
ний смешанного типа. В большинстве работ, посвященных изучению этих вопросов, спектраль-
ный параметр участвует в рассматриваемом уравнении. Однако, как отмечено в [1], спектраль-
ные задачи, спектральный параметр которых участвует, как и в уравнении, так и в краевых
условиях, также имеет немаловажный интерес. Такие задачи появляются при изучении во-
просов прикладного характера, например, вопросов математической биологии и порождаются
нелокальными краевыми условиями, которые охватывают различные локальные условия.

Исходя из этих соображений, ранее (например, в [2]) нами были предложены и исследованы
некоторые спектральные нелокальные задачи для уравнения смешанного типа

sign xuxx + sign y uyy +
2β

|x|ux +
2β

|y|uy + λu = 0, (1)

краевые условия, которые содержат спектральный параметр λ . В частности, при 0 < β < 1/2
были найдены собственные числа и собственные функции следующей задачи для уравнения (1)
в области Ω = Ω0 ∪ Ω1 ∪OB , где

Ω0 = {(x, y) : x2 + y2 = 1, x > 0, y > 0}, Ω1 = {(x, y) : −y < x < y + 1, x > 0, y < 0},
OB = {(x, y) : x = 0, 0 < y < 1}.

Задача A1
λ(β < 1/2) . Найти те значения параметра λ , при которых существует непре-

рывное в Ω и регулярное в Ωj (j = 0, 1) решение u(x, y) 6= 0 уравнения (1), удовлетворяющее
условиям:

1) x2βux(x, y) ∈ C (Ω0 ∪OB) , lim
x→0

x2βux(x, y) = 0, 0 < y < 1

2) u(x, y) ∈ C1 (Ω0 ∪ σ0) ; a u(x, y) + b ∂
∂nu(x, y) = 0, (x, y) ∈ σ0 ;
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4) для каждого x ∈ (0, 1) выполняется условие склеивания

lim
y→−0

(−y)−2β uy (x, y) = lim
y→+0

y2βuy (x, y) , 0 < x < 1,

где a, b, c — заданные действительные числа, причем a2 + b2 6= 0, n — внешняя нормаль к
σ0 =

{
(x, y) : x2 + y2 = 1, x > 0, y > 0

}
,

A1,
√

λ
0x [f (x)] ≡ f (x)−

x∫

0

f (t)
t

x

∂

∂t
J0

(√
λx (x− t)

)
dt,

Dδ
ox;q(x) [f (x)] ≡ 1

Γ (1− δ)
· 1
q‘(x)

d

dx

x∫

0

f (t) q‘(t)dt

[q (x)− q (t)]δ
, 0 < δ < 1,
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J0 (z) — функция Бесселя первого рода, Γ(δ) — гамма-функция Эйлера.
В данном докладе речь будет идти о полноте системы собственных функций задачи A1

λ(β <
1/2 , т. е. доказана следующая

Теорема. Пусть 0 < β < 1/2 выполнено одно из условий a = 0 , b = 0 , {a · b 6= 0} ,
{(a/b) − 2β + ω1 ≥ 0} . Тогда задача A1

λ(β < 1/2) имеет счетное число собственных чисел и
собственных функций. Собственные числа определяются как корни λnm уравнений
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= 0, n ∈ N,

а собственные функции в области Ω0 равенством

unm (x, y) = cnmr−2βJωn

(√
λnmr

)
{F (β + ωn/2, β − ωn/2, β + 1/2; sin2 ϕ)+

γ kn (sinϕ)1−2β F
[
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]
, n, m ∈ N

и в области Ω1 — как решения видоизмененной задачи Коши для уравнения (1) при λ =
λnm . Если β ∈ (0, 1/4) и c ∈ I , то система собственных функций задачи A1

λ(β < 1/2
полна в L2 (Ω0) , а если β ∈ [1/4, 1/2) и c ∈ I , то полна в L2 (Ω0) с весом rε (ε −
const > 2β − 1/2), где r =

√
x2 + y2 , ϕ = arctg (y/x) , I = (−∞,−c2) ∪ (−c1, +∞) , c1 =

Γ (2β) /Γ (β) , c2 = c1 (1 + sinβπ + cosβπ) , γ = 1 + c/c1 , ζ = (γ + sinβπ) / cosβπ, kn =
Γ (1− β + ωn/2) Γ (β + 1/2) / [Γ (β + ωn/2) (−β + 1/2)] ,

ωn =
{

2 (n− 1) + (2/π) arctg ζ при arctg ζ > βπ,
2n + (2/π) arctg ζ при arctg ζ 6 βπ,

F — гипергеометрическая функция Гаусса, cnm 6= 0 — произвольные числа, причем в [2] в
структуре ωn вместо arctg ζ ошибочно написан arcctg ζ .
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