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1. Постановка задачи. Пусть Ω ⊂ R2 — прямоугольник, ограниченный отрезками: AB :
0 ≤ t ≤ T, x = 0 ; BC : 0 ≤ x ≤ l, t = T ; CD : 0 ≤ t ≤ T, x = l ; DA : 0 ≤ x ≤ l, t = 0 . Через
C2,1(Ω) обозначим множество функций u(x, t) дважды непрерывно дифференцируемых по x
и единожды непрерывно дифференцируемых по t в области Ω . Под границей области Ω
понимаем совокупность отрезков Γ = AB ∪AD ∪ CD .

Определение 1.1. Оператором Коши – Дирихле назовем следующий оператор

Lu = ut(x, T − t) + uxx(x, t),

D(L) = {u ∈ C2,1(Ω) ∩ C(Ω), u|t=0 = u|x=0 = u|x=l = 0}.
Задача S. Изучить природу спектра оператора Коши – Дирихле.
2. Полученный результат.
Теорема. (а) Если Tπ

2l2
— иррациональное число, то спектр оператора L

Lu = ut(x, T − t) + uxx(x, t),

u|t=0 = u|x=0 = u|x=l = 0,

совпадает с числовой осью (−∞, +∞) . Спектр состоит из бесконечного (счетного) множества
собственных значений и из предельных точек собственных значений. Оператор L обратим, но
(L)−1 неограничен.
(б) Если Tπ

2l2
— рациональное число и 1

4 /∈ (
m2 Tπ

2l2

)
, m = 1, 2, . . . , то оператор L — огра-

ниченно обратим, где L — замыкание оператора L , (x) — дробная часть числа x , верхняя
черта последовательности означает операцию замыкания. Спектр оператора L состоит из
бесконечного множества собственных значений и их предельных точек, которые также беско-
нечны и не имеют предельных точек, точнее, на каждом ограниченном сегменте содержится
лишь конечное число предельных точек множества собственных значений λmn , m = 1, 2, . . . ,
n = 0, 1, 2, . . .

(в) Если Tπ
2l2

— рациональное число и 1
4 ∈

(
m2 Tπ

2l2

)
, m = 1, 2, . . . , то обратный оператор (L)−1

не существует, λ = 0 является собственным значением. Спектр состоит из бесконечного мно-
жества собственных значений и их предельных точек, которые также бесконечны и разбросаны
от −∞ до +∞ . Каждый ограниченный замкнутый сегмент содержит лишь конечное число
предельных точек собственных значений λmn , m = 1, 2, . . . , n = 0, 1, 2, . . .
Ноль может быть бесконечнократным собственным значением.
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