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Рассмотрим следующее уравнение

∂2u

∂t2
= −A2u + εB(ωt)u (1)

в гильбертовом пространстве H . Здесь A — линейный самосопряженный оператор, B(t) —
2π -периодическая оператор-функция. Стандартным способом уравнение (1) может быть пред-
ставлено в виде гамильтонового уравнения

J ∂w

∂t
= H(t)w,

где J — обратимый антисимметричный оператор, а H (гамильтониан) — эрмитов. Уравнение
(1) рассматривалось многими авторами. Нас будет интересовать явление так называемого па-
раметрического резонанса, т. е. ситуация, когда при ε = 0 решения уравнения (1) устойчивы,
а при любых достаточно малых положительных ε — нет. В том случае, если (1) — система
обыкновенных дифференциальных уравнений была построена достаточно полная теория па-
раметрического резонанса [1, 2]. Вопросами устойчивости (1) в различных пространствах и с
различными операторами A,B(t) посвящено большое количество работ. Подробную библио-
графию см., например, [3, 4, 6]. При этом при определенных ω у уравнения (1) при любых ε ,
0 < ε < ε̄ , появляются экспоненциально растущие решения. Но во всех этих работах предпо-
лагалось, что у оператора A спектр точечный. В тоже время возникают задачи, когда спектр
оператора A является непрерывным [5, 6].

В данной работе строится пример уравнения типа (1), у которого оператор A имеет непре-
рывный спектр и у которого экспоненциально растущие решения могут появляться только
при ε больших, чем некоторое пороговое значение.

В пространстве L2(1, 2) рассмотрим следующую задачу:

∂2u
∂t2

+ x2u− ε cos(ωt)(x− 1)(x− 2)
∫ 2
1 (ξ − 1)(ξ − 2)u(t, ξ)dξ = 0

u|t=0 = u0, ut|t=0 = u1.
(2)

Задача (2), как это следует из общей теории дифференциальных уравнений в банаховых
пространствах, разрешима для любых u0 и u1 , причем имеет место оценка ‖u‖L2(1,2) 6
C

(
‖u0‖L2(0,1) + ‖u1‖L2(0,1)

)
eΛt с некоторым Λ > 0 .

Наша цель доказать следующее утверждение.
Утверждение. Существует ε0 > 0 такое, что для задачи (2) при 0 < ε < ε0 для любого ω

справедлива оценка

‖u(·, t)‖L2(1,2) 6 C(t + 1)
(
‖u0‖L2(0,1) + ‖u1‖L2(0,1)

)
.
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Тем самым мы покажем, что для достаточно малых ε у уравнения (2) нет экспоненциально
растущих решений и они могут возникать только при ε больших, чем некоторое пороговое
значение.

Доказательство. Сведем решение задачи (2) к решению интегрального уравнения. Для
этого обозначим

v(t) =
∫ 2

1
(ξ − 1)(ξ − 2)u(t, ξ)dξ.

Для нахождения v(t) получается интегральное уравнение:

v(t) = F (t) + ε

∫ t

0
K(t, τ)v(τ)dτ. (3)

Здесь обозначено

F (t) =
∫ 2

1

(
u0(x) cos(xt) + u1(x)

sin(xt)
x

)
(x− 1)(x− 2)dx,

K(t, τ) = cos(ωτ)
∫ 2

1
(x− 1)2(x− 2)2

sin(x(t− τ))
x

dx.

Решение уравнения (3) можно выписать в виде ряда по степеняи ε , причем он будет мажори-
руеться рядом

(
‖u0‖L2(0,1) + ‖u1‖L2(0,1)

)
(1 +

∑∞
n=1 (8ε)n) , откуда нетрудно получить необхо-

димую оценку.
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