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Методом квазиобращения в сочетании с правилом Ито стохастического дифференцирова-
ния сложной функции приводится решение одного из вариантов задачи восстановления диф-
ференциальной системы в классе стохастических дифференциальных уравнений по заданным
свойствам движения, которые зависят от части переменных. Определяется множество управ-
лений, обеспечивающих необходимые и достаточные условия существования заданного инте-
грального многообразия.

В работе Еругина [1] строится множество обыкновенных дифференциальных уравнений
(ОДУ), которые имеют заданную интегральную кривую. Эта работа, впоследствии, оказалась
основополагающей в становлении и развитии теории обратных задач динамики систем, опи-
сываемых ОДУ [2, 3]. Следует отметить, что один из общих методов решения обратных задач
динамики в классе ОДУ предложен в [3]. В [4–6] обратные задачи динамики рассматриваются
при дополнительном предположении о наличии случайных возмущений.

Пусть задана система дифференциальных уравнений типа Ито
{

ẋ = f(x, y, t),
ẏ = R(x, y, t) + D(x, y, t)U + σ(x, y, t)ξ̇. (1)

Требуется определить множество управлений U и множество матриц диффузий σ так, чтобы
множество (2)

Λ(t) :
{

λ1(x, t) = 0,
λ2(x, y, t) = 0, где λ1 ∈ C22

xt , λ2 ∈ C121
xyt , (2)

было интегральным многообразием системы уравнений (1).
Здесь x ∈ Rn, y ∈ Rp, U ∈ Rr, ξ ∈ Rk, λ1 ∈ Rm1 , λ2 ∈ Rm2 ,m1 + m2 = m , {ξ1(t, ω), . . . ,

. . . , ξk(t, ω)} — система независимых винеровских процессов [7], заданная на некотором веро-
ятностном пространстве (Ω, U, P ).

Предполагается, что вектор-функции f(x, y, t), R(x, y, t), D(x, y, t) непрерывны по t и лип-
шицевы по x, y в области

UH(Λ) =
{
γ = (xT , yT )T : ρ

(
γ, Λ(t)

)
< H, H > 0

}
, (3)

что обеспечивает в (3) существование и единственность до стохастической эквивалентности ре-
шения (x(t)T , y(t)T )T уравнения (1) с начальным условием (x(t0)T , y(t0)T )T = = (xT

0 , yT
0 , zT

0 )T ,
являющегося непрерывным с вероятностью 1 строго марковским процессом [7].

Указанная задача в случае отсутствия случайных возмущений σ ≡ 0 достаточно полно
исследована в [3, с. 27], а стохастический случай задачи восстановления с исходным уравнением
Ито второго порядка ẍ = f(x, ẋ, t) + D(x, ẋ, t)u + σ(x, ẋ, t)ξ̇ и заданным множеством вида
Λ(t) : λ(x, ẋ, t) = 0, λ ∈ Rm (см. в [6]).

Предположим дополнительно, что f ∈ C121
xyt .

Для решения задачи в силу стохастического дифференцирования Ито [7] составляются
уравнения возмущенного движения





λ̈1 = G1 +
∂λ1

∂x

∂f

∂y
(DU1 + σξ̇),

λ̇2 = G2 +
∂λ2

∂y
(DU2 + σξ̇).

(4)
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где G1 =
∂2λ1

∂t2
+ 2

∂2λ1

∂t∂x
+

∂2λ1

∂x∂x
f + fT ∂2λ1

∂x∂x
f +

∂λ1

∂x

∂f

∂y
R +

∂λ1

∂x
S1, S1 =

1
2

[
∂2f

∂y∂y
: σσT

]
,

G2 =
∂λ2

∂t
+

∂λ2

∂x
f +

∂λ2

∂y
R + S2, S2 =

1
2

[
∂2λ2

∂y∂y
: σσT

]
.

Далее, следуя методу Еругина [1] вводятся произвольные функции: соответственно m1 - и
m2 -мерные вектор-функции A1, A2 и соответственно (m1×k) и (m2×k) матрицы B1, B2 , об-
ладающие свойством A1(0, 0, x, y, t) ≡ 0, A2(0, x, y, t) ≡ 0, B1(0, 0, x, y, t) ≡ 0, B2(0, x, y, t)
≡ 0, такие, что имеют место равенства

{
λ̈1 = A1(λ1, λ̇1, x, y, t) + B1(λ1, λ̇1, x, y, t)ξ̇,

λ̇2 = A2(λ2, x, y, t) + B2(λ2, x, y, t)ξ̇.
(5)

На основе уравнений (4) и (5) приходим к соотношениям




∂λ1

∂x

∂f

∂y
DU1 = A1 −G1,

∂λ2

∂y
DU2 = A2 −G2,





∂λ1

∂x

∂f

∂y
σ1 = B1,

∂λ2

∂y
σ2 = B2,

из которых методом квазиобращения [3] с использованием обозначений из [3] определим управ-
ляющие параметры {U1}, {U2} и коэффициенты диффузии {σ1}, {σ2} в виде

{
U1 = s1[H1C1] + (H1)+(A1 −G1),
U2 = s2[H2C2] + (H2)+(A2 −G2)

{
σ1i = s3[H3C1] + (H3)+B1i,

σ2i = s4[H4C4] + (H4)+B2i,
(6)

где H1 = λ1xfyD , H2 = λ2yD, H3 = λ1xfy , H4 = λ2y, а σ1i, σ2i, B1i, B1i — i -е столбцы
соответственно матриц σ1, σ2, B1, B2.

Следовательно, справедлива
Теорема. Для того чтобы система уравнений (1) имела заданное интегральное многооб-

разие (2) необходимо и достаточно, чтобы множество управлений {U} и множество коэффи-
циентов диффузии {σ} имели вид {U} = {U1}

⋂{U2}, {σ} = {σ1}
⋂{σ2}, где U1, U2, σ1, σ2

определяются формулой (6).
Полученный результат распространяет на класс стохастических дифференциальных урав-

нений Ито известное в классе обыкновенных дифференциальных уравнений утверждение, до-
казанное в [3, стр. 27–29].
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