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В настоящей работе построена система собственных функций одной вырождающейся кра-
евой задачи для оператора Лапласа и доказана её полнота в пространстве L2 .

Пусть Ω = {x ∈ Rn : |x| < 1}, ∂Ω = {x : |x| = 1}, x = (x̃, xn), x̃ = (x1, x2, . . . , xn−1),
Q = {|x̃| < 1},Γ = {|x̃| = 1} Рассмотрим в Ω следующую краевую задачу:

∆u(x) + λu(x) = 0, x ∈ Ω, (1)

∂mu(x)
∂xm

n

= 0, x ∈ ∂Ω, (2)

u(x) =
∂u(x)
∂xn

= · · · = ∂m−1u(x)
∂xm−1

n
, x ∈ Γ, (3)

где 1 ≤ m — целое число.
Решением задачи (1)–(3) назовем функцию из класса u(x) ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) при m = 1 и

u(x) ∈ Cm(Ω) при m ≥ 1 , удовлетворяющий условиям (1)–(3) в классическом смысле. Задача
(1)–(3) представляет собой задачу с наклонной производной в n -мерной области в случае вы-
хода направлении дифференцирования в касательную плоскость. Исследования таких задач
было начато в работах А. В. Бицадзе [1] и в дальнейшем проводились в работах различных
авторов (см., например, [2, 3]). В работе [4] изучена вырождающаяся краевая задача с операто-
ром высокого порядка. Спектральным вопросам задачи с наклонной производной посвящены
работы [5–7] .

Пусть {fk(x)} — система собственных функций задачи Дирихле

∆f(x) + λf(x) = 0, x ∈ Ω, (4)

f(x) = 0, x ∈ ∂Ω. (5)

Аналогично, {gi(x̃)} — система собственных функций следующей задачи Дирихле

∆g(x̃) + µg(x̃) = 0, x̃ ∈ Q, (6)

g(x̃) = 0, x̃ ∈ Γ. (7)

Известно,что задачи (4), (5) и (6), (7) имеют полную в L2 систему собственных функций
{fk(x)} и {gi(x̃)} , соответствующих собственным значениям λk и µi . В дальнейшем будем
предполагать, что

λk ∩ µi = ®. (8)

Пусть m ≥ 2 и обозначим tm,! = tm

m! .
Справедливы следующие утверждения.
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Теорема 1. Пусть fi и λi соответственно собственные функции и собственные значения
задачи (4), (5), а Wk,i(x) — решения следующих задач:

∆̃Wk,m(x̃) + λkWk,m(x̃) =
∂v(x̃, 0)

∂xn
, x̃ ∈ Q, Wk,m(x̃)|Γ = 0, (9)

∆̃Wk,m−1(x̃) + λkWk,m−1(x̃) = −v(x̃, 0), x̃ ∈ Q,Wk,m−1(x̃)|Γ = 0, (10)

∆̃Wk,m−i(x̃) + λkWk,m−i(x̃) = −Wk,m−i+2, x̃ ∈ Q, Wk,m−i(x̃)|Γ = 0, i = 2, 3, . . . , m− 1. (11)

Тогда функция

uk(x) =

xn∫

0

(xn − t)m−1,!fk(x̃, t)dt +
m∑

i=1

xi−1,!
n Wk,i(x̃)

является собственной функцией задачи (1)–(3) отвечающей собственному значению λk .
Теорема 2. Любая собственная функция gk(x̃) задачи (6), (7) является собственной функ-

цией задачи (1)–(3), отвечающей собственному значению µk .
Доказательства теорем 1 и 2 проверяются непосредственно.

Теорема 3.Система собственных функций задачи (1)–(3), состоящая из двух серий:
а) функций uk(x), соответствующих λk ;
б) функций gk(x̃), соответствующих µk ;

является полной в L2(Ω).
Замечание. Отметим,что аналогичные утверждения при m = 1 доказаны в работе [5].
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