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Рассмотрим уравнение
Uxxx − Uyy = 0 (1)

в области D = {(x; y) : 0 < x < a, 0 < y < b} , где b = const > 0 .
Задача. Найти непрерывно дифференцируемую функцию, удовлетворяющую в области

D уравнению (1) краевыми условиями

u (x, 0) = u (x, b) = 0, 0 6 x 6 a (2)

u (0, y) = ϕ1 (y) , ux (a, y) = ϕ2 (y) , uxx (a, y) = ϕ3 (y) , 0 6 y 6 b, (3)

где ϕi (y) ∈ C ′ [0, b] , ϕi (0) = ϕi (b) = 0 , i = 1, 2, 3.
Единственность решения задачи доказывается так же, как в работе [1] Следуя работе [2],

имеем решения вспомогательной задачи (1)–(2) в виде:

U (x, y) =
∞∑

n=1

[
1ne−knx + e

1
2
knx (2n cos νnx +3n sin νnx)

]
sin

πn

b
y. (4)

С помощью условий (3) получим систему алгебраических уравнений для определения Cin

(i = 1, 2, 3) :




A1n = C1n + C2n,

A2n = −kn C1ne−kna + kne
1
2
kna

[
C2n cos

(
νna + π

3

)
+ C3n sin

(
νna + π

3

)]
,

A3n = k2
n C1ne−kna − kne

1
2
kna

[
C2n cos

(
νna− π

3

)
+ C3n sin

(
νna− π

3

)]
,

где Ain = 2
b

b∫
0

ϕi (η) sin πn
b ηdη , (i = 1, 2, 3) .

Находим определитель этой системы:

∆ =
√

3k3
nekna

(
1
2

+ e−
3
2
kna cos νna

)
6= 0.

Подставив найденные значение Cin в (4), имеем:

U (x, y) =
∞∑

n=1

[A1nD1n (x) + A2nD2n (x) + A3nD3n (x)] sin
kπ

b
y, (5)

где

D1n (x) =
√

3k3
n

∆

[
1
2
ekn(a−x) + e−

1
2
kn(a−x) cos (νn (a− x))

]
,

158



Международная конференция "Дифференциальные уравнения, теория функций и приложения", 2007, с. 158–159

D2n (x) =
k2

n

∆

[
ekn( 1

2
a−x) sin

(
νna− π

3

)
+ e−kn(a− 1

2
x) sin νnx− e

1
2
kn(a+x) sin

(
νn (a− x)− π

3

)]
,

D3n (x) =
kn

∆

[
ekn( 1

2
a−x) sin

(
νna +

π

3

)
+ e−kn(a− 1

2
x) sin νnx− e

1
2
kn(a+x) sin

(
νn (a− x) +

π

3

)]
.

Равномерная сходимость ряда (5) доказывается с помощью интегрального признака Коши.
Вычисляя производные, получим

D
(p)
1n (x) =

√
3kp+3

n

∆

[
(−1)p 1

2
ekn(a−x) + e−

1
2
kn(a−x) cos

(
νn (a− x)− p

π

3

)]
,

D(p)
2n

(x) =
kp+2

n

∆

[
(−1)pekn( 1

2
a−x) sin

(
νna− π

3

)
+ e−kn(a− 1

2
x) sin(νnx + p

π

3
) −

e
1
2
kn(a+x) sin

(
νn (a− x)− (p + 1)

π

3

)]
,

D(p)
3n

(x) =
kp+1

n

∆

[
(−1)pekn( 1

2
a−x) sin

(
νna +

π

3

)
+ e−kn(a− 1

2
x) sin(νnx + p

π

3
)−

e
1
2
kn(a+x) sin

(
νn (a− x) +

π

3
− p

π

3

)]
.

Функции D
(p)
in (x) при p = 3 удовлетворяют тождествам

D
(3)
in (x) + λnDin(x) = 0, i = 1, 2, 3

Для функции Din(x) , i = 1, 2, 3 , имеет место равенство



D1n(0) D′
1n(a) D′′

1n(a)
D2n(0) D′

2n(a) D′′
2n(a)

D3n(0) D′
3n(a) D′′

3n(a)


 =




1 0 0
0 1 0
0 0 1




Подставив значения Ain в ряд (5) имеем решения задачи в виде

U (x, y) =
2
b

b∫

0

R1 (x, y, η)ϕ1 (η) dη +
2
b

b∫

0

R2 (x, y, η)ϕ2 (η) dη +
2
b

b∫

0

R3 (x, y, η) ϕ3 (η) dη,

где

Ri (x, y, η) =
∞∑

n=1

Din (x) sin
πn

b
y sin

πn

b
η.
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