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В настоящее время наблюдается большой интерес к экономическим, социальным, медико-
биологическим и физическим процессам, протекающим в режимах с обострением. В каче-
стве базовых уравнений математических моделей этих процессов выступают нелинейные или
нелокальные дифференциальные уравнения, порядок и тип которых могут вырождаться в
моменты обострения. Важной моделью таких уравнений является реактивно-диффузионное
уравнение вида

Dα
t∗tv(ξ, τ) =

∂2

∂ξ2
[(α1v + α2)v] + f(v), (1)

где v = v(ξ, t) — скалярная функция точки ξ ∈ R и времени t ; Dα
t∗t — оператор дробного

(в смысле Римана – Лиувилля) интегродифференцирования порядка |α| с началом в момент
обострения t∗ ; f(v) — полином относительно v , α1 и α2 — постоянные величины.

Уравнение (1) при α = 1 , α1 = 0 , f(u) = β1v(1 − v) , β1 = const > 0 известно в матема-
тической биологии как уравнение Фишера. В случае, когда v не зависит от пространственной
координаты, f(v) = β1v − β2v

2 , β2 = const ≥ 0 уравнение (1) совпадает с обобщенным логи-
стическим уравнением [1, c. 149]:

Dα
t∗tv(τ) = β1v − β2v

2. (2)

К классу уравнений вида (1) относится и уравнение Буссинеска [2, c. 126]:

∂v

∂t
= α1

∂2v2

∂ξ2
. (3)

Рассмотрим уравнение (1) в случае, когда f(v) меняется по закону

∂f(v)
∂t

= 2β3v
∂v

∂t
+ β4

∂v

∂ξ
, 0 < ξ < r0 (4)

и соблюдено условие типа нелокального условия А. А. Самарского

δ′(t) ≡ ∂

∂t

r0∫

0

v(ξ, t)dξ = α0(t− t∗)2sign (t∗ − t), (5)

где β3 , β4 , α0 — постоянные величины.
С учетом (4) и (5) уравнение (1) можно аппроксимировать следующим уравнением:

∂

∂t
Dα

t∗tv(ξ, τ) = 2α1δ
′(t)

∂2v

∂ξ2
+ 2β3vδ′(t) + β4

∂v

∂ξ
.

Отсюда при α = 1 , α0α1 > 0 , y = t−t∗ , ξ =
√

2α0α1x , u(x, y) = v(
√

2α0α1x, y+t∗) получаем
уравнение

sign y · y2 ∂2u

∂x2
− ∂2u

∂y2
+ a

∂u

∂x
= λy2sign y · u (6)
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с коэффициентами a = β4/
√

2α0α1 , λ = −2α0β3 .
Уравнение (6) является уравнением смешанного типа. Оно эллиптично до момента обостре-

ния, то есть при y < 0 , гиперболично после момента обострения, то есть при y > 0 , и пара-
болично в момент обострения y = 0 .

Уравнение (6) в области его гиперболичности и при λ = 0 совпадает с уравнением Бицад-
зе – Лыкова [2, c. 39]

y2 ∂2u

∂x2
− ∂2u

∂y2
+ a

∂u

∂x
= 0. (7)

Условие (5) для уравнения (6) записывается в виде

∂

∂y

r∫

0

u(x, y)dx = α3y
2sign y, (8)

где r = r0/
√

2α0α1 , α3 = α0/
√

2α0α1 .
При определенной идеализации процесс горения в среде с объемным источником тепла

f(v) , меняющимся по закону (4), и коэффициентом теплопроводности, зависящим от темпе-
ратуры v = v(ξ, t) по линейному закону, моделируется уравнением вида (1) c α = 1 [3]. Если
плотность среды ρ распределена по закону ρ = a0ξ

−k , то тепловой процесс, протекающий в
режиме с обострением, может быть описан уравнениями следующих видов:

xk ∂2u

∂x2
+ sign y · |y|n

(
∂2u

∂y2
+ b

∂u

∂y

)
= λu, (9)

∂

∂y

r∫

0

u(x, y)dx = µ sign y · |y|−n, (10)

где k , n , b , µ — характеристики среды с нелинейной теплопроводностью.
Исключительным случаем модели (9) является уравнение

xk ∂2u

∂x2
+ sign y · y2 ∂2u

∂y2
= 0. (11)

Основной целью работы является исследование качественных свойств решений уравнений
(6), (7), (9) и (11) с соответствующими условиями Самарского (8), (10) и обоснование того,
что уравнения смешанного типа могут выступать теоретической основой теории режимов с
обострением.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований
(проект № 06-01-96627).
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