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Марковские модели теории массового обслуживания, описываемые процессами рождения
и гибели (далее ПРГ), исследуются и применяются очень давно, см., например, [1].

Более реалистические модели массового обслуживания, описываемые нестационарными
марковскими цепями, активно изучаются, начиная с [2, 3]. Построение предельного режима
и нахождение явных формул для вероятностей состояний таких моделей, как правило, невоз-
можно, поэтому основной интерес, естественно, связан с вопросами аппроксимации различных
характеристик таких систем, см. [5, 7, 8].

Интерес к изучению нестационарных марковских моделей систем обслуживания возрастает
в последние годы в связи с появлением новых методов исследования, см., например, работы
[4, 6].

Две важных характеристики — предельное среднее и двойное среднее — введены и изучены
для процессов с периодическими интенсивностями в [9].

Пусть X (t) , t ≥ 0 — “вспомогательный” неоднородный ПРГ с пространством состояний
E = {0, 1, . . .} , интенсивности рождения λn (t) , t ≥ 0, и гибели µn+1 (t) , t ≥ 0, n ∈ E,
которого являются периодическими функциями от времени t с периодом 1.

Рассмотрим теперь основной (“возмущенный”) ПРГ X∗ (t) , t ≥ 0, с тем же пространством
состояний E и интенсивностями рождения λ∗n (t) , t ≥ 0, и гибели µ∗n+1 (t) , t ≥ 0, n ∈ E,
для которого выполнены аналогичные стандартные условия, а вместо 1-периодичности пред-
полагается, что λ∗n(t)− λn(t) = λ̂n(t), µ∗n(t)− µn(t) = µ̂n(t), где "возмущения"интенсивностей
|λ̂n(t)| ≤ ε((t), |µ̂n(t)| ≤ ε(t) , причем ε(t) стремится к нулю при t →∞ .

В [9] введены следующие определения: ПРГ X(t) имеет предельное среднее φ(t) , если
limt→∞ |E {X(t) |X(0) = k}−φ(t)| = 0 для любого k ∈ E . Здесь E {X(t) |X(0) = k} — среднее
для процесса в момент времени t при условии, что X(0) = k .

Двойным средним для X(t) называется предел E = limt→∞ 1
t

∫ t
0 E {X(u) |X(0) = k} du,

если он существует и не зависит от k .
Рассмотрим вспомогательную последовательность 1 = d−1 = d0 ≤ d1 ≤ . . . и положим

αk (t) = λk (t) + µk+1 (t)− dk+1

dk
λk+1 (t)− dk−1

dk
µk (t) , k ≥ 0,

а затем α (t) = infk≥0 αk (t) и α∗ =
∫ 1
0 α(t) dt.

Справедливо следующее утверждение.
Теорема. Пусть для “невозмущенного” ПРГ X(t) найдется последовательность {dj} та-

кая, что α∗ > 0 . Пусть, кроме того, infk≥1
dk−1

k = ω > 0 . Тогда возмущенный процесс X∗(t)
имеет те же предельные характеристики: предельное среднее φ(t) , и двойное среднее E .

Кроме того, получены оценки скорости сходимости и описан метод построения предельного
и двойного среднего.

Далее изучается второй случай, относящийся к ситуации, когда “невозмущенны” ПРГ яв-
ляется сильно эргодичным, то есть имеет постоянное предельное распределение вероятностей
состояний. Для этого достаточно, например, чтобы интенсивности рождения и гибели были
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пропорциональны одной и той же локально интегрируемой неотрицательной функции. До-
казывается, что в этом случае при выполнении тех же стандартных условий “возмущенный”
ПРГ имеет постоянное предельное среднее, и строятся оценки погрешности аппроксимации
предельных характеристик.

В качестве примера рассматривается система обслуживания M(t)/M(t)/N с различны-
ми N .

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант № 06-01-00111.
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