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Используя оптимизационный подход, рассматривается следующая нелинейная эволюцион-
ная задача о развитии трещины ΓC в области Ω ⊂ RN , N = 2, 3 , относительно временного
параметра t : Найти ΓC(t) ∈ Σ(Ω) при t ≥ 0 , такое что

u(t) ∈ K(Ω \ ΓC(t)), T (u(t); Ω \ ΓC(t)) ≤ T (v; Ω \ ΓC(t)) для всех v ∈ K(Ω \ ΓC(t));

ΓC(t) ⊃
⋃
s<t

ΓC(s), T (u(t); Ω \ ΓC(t)) ≤ T (u; Ω \ ΓC) для всех ΓC ⊃
⋃
s<t

ΓC(s),

где u ∈ K(Ω \ ΓC), T (u; Ω \ ΓC) ≤ T (v; Ω \ ΓC) для всех v ∈ K(Ω \ ΓC).

Здесь функционал стоимости u 7→ T (u; Ω \ ΓC) : K(Ω \ ΓC) 7→ R выражает полную потенци-
альную энергию тела с трещиной в области Ω\ΓC над множеством допустимых перемещений
u ∈ K(Ω\ΓC) ; геометрическое множество Σ(Ω) включает возможные пути развития трещины
в Ω . Данная задача оптимизации описывает квазистатический процесс разрушения упруго-
го тела с трещиной при монотонно возрастающей нагрузке согласно критерию Гриффитса.
Вопрос об ее разрешимости в общем виде остается открытым.

Вводя в рассмотрение параметры формы для описания трещины ΓC вдоль неизвестного
пути Σ ∈ Σ(Ω) , задача сводится к параметрической оптимизации, которая представляет со-
бой обратную задачу для нахождения неизвестных параметров формы трещины. Доказаны
теоремы о разрешимости однопараметрической задачи для описания процесса деламинации
в композите, двухпараметрической задачи о росте прямолинейной трещины с изломом. При
этом получены необходимые условия оптимальности первого порядка, которые характеризуют
оптимальную трещину в процессе изменения как ее геометрии, так и топологии.

В качестве необходимых ингредиентов для анализа и решения задачи используются:

• кинематическое описание открытого многообразия коразмерности 1 (трещины) с по-
мощью нахождения обобщенных характеристик, которые удовлетворяют задаче Коши
для системы нелинейных ОДУ, или (линейному) скалярному транспортному уравнению
с заданным полем скоростей;

• вариационные методы для задачи минимизации с односторонними ограничениями;

• методы анализа чувствительности по отношению к возмущению формы трещины;

• численные методы оптимизации с ограничением, основанные на свойстве обобщенной
дифференцируемости (по Ньютону) оператора задачи и эквивалентных PDAS-методов.
На их основе получены примеры численного решения эволюционной задачи о развитии
трещины.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований
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