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Дана новая трактовка компонент тензора четвертого ранга модулей упругости как инва-
риантных постоянных, не зависящих от ортогонального преобразования системы координат.
Показано, что определяющие соотношения для упругих сред представляются в инвариантной
форме.

В прямоугольной системе координат x1 , x2 , x3 обобщенный закон Гука записывается в
виде (по повторяющимся буквенным индексам проводится суммирование)

σij = Aijklεkl, (1)

где Aijkl = Ajikl = Aklij — компоненты тензора четвертого ранга модулей упругости; σij =
σji — компоненты тензора напряжений; εkl = εlk — компоненты тензора деформаций. При
ортогональном преобразовании системы координат

xi = αij x̂j , x̂j = αijxi, αipαiq = δpq (2)

( δpq — единичная матрица) напряжения (деформации) и Aijkl преобразуются по формулам

σij = αipαjqσ̂pq, σ̂pq = αipαjqσij ;

Aijkl = αipαjqαkrαlsÂpqrs, Âpqrs = αipαjqαkrαlsAijkl. (3)

В силу свойств симметрии тензор Aijkl имеет только 21 независимую компоненту. Существуют
многочисленные работы, в которых пытаются найти неприводимый базис полиномиальных
инвариантов тензора Aijkl при ортогональных преобразованиях (2), (3). Но эта задача до
настоящего времени еще полностью не решена.

В данной работе предлагаются инвариантные постоянные упругости, остающиеся неизмен-
ными при ортогональных преобразованиях системы координат (2). Инвариантные постоянные
упругости для кристаллов рассматривались в работе [1]. Закон Гука (1) записывается в ин-
вариантной форме. В более общем случае определяющие соотношения сплошной среды, т. е.
функциональная связь напряжений и деформаций, также оказываются инвариантными, ес-
ли в пространстве симметричных тензоров второго ранга выбран ортогональный тензорный
базис.

Пусть nip — произвольная ортогональная тройка единичных векторов: nipniq = δpq . Тогда
величины

Ãpqrs = Aijklnipnjqnkrnls = Aijkltijklpqrs, (4)

tijklpqrs =
1
2

[
1
2
(nipnjq + niqnjp)

1
2
(nkrnls + nksnlr) +

1
2
(nirnjs + nisnjr)

1
2
(nkpnlq + nkqnlp)

]

остаются инвариантными при ортогональных преобразованиях системы координат (2), (3).
Тензоры tijklpqrs (четыре последних индекса обозначают номер тензора, всего — 21 тензор)
образуют ортогональный базис [2] в пространстве тензоров четвертого ранга вида (1). Величи-
ны Ãpqrs являются проекциями тензора Aijkl на базисные тензоры tijklpqrs . За счет выбора
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трех параметров, определяющих положение векторов nip , p = 1, 2, 3 число независимых ин-
вариантных постоянных упругости Ãpqrs можно уменьшить до 18, например, всегда можно
считать, что выполняются три условия Коши Ã2311 = Ã1231 , Ã1322 = Ã2132 , Ã1233 = Ã3123 .
Из (4) следует, что

Aijkl = tijklpqrsÃpqrs = nipnjqnkrnlsÃpqrs. (5)

Теперь с учетом (5) получаем из (1) инвариантную запись закона Гука

σ̃pq = Ãpqrsε̃rs, σ̃pq = σijnipnjq = σijtijpq, (6)

tijpq =
1
2
(nipnjq + niqnjp), ε̃rs = εkltklrs.

Тензоры tijpq = tijqp (два последних индекса обозначают номер тензора) образуют ортого-
нальный базис в пространстве симметричных тензоров второго ранга.

В общем случае упругой среды функциональная связь напряжений и деформаций также
записывается в инвариантной форме [3]

σ̃pq = tijpqfij(tklrsε̃rs) = f̃pq(ε̃rs), (7)

где tijpq = tijqp — ортонормированный тензорный базис, зависящий от 15 свободных парамет-
ров. Если в качестве тензорного базиса выбраны ортогональные собственные состояния tijpq ,
то закон Гука (6) принимает вид

σ̃pq = λpqrsε̃rs, (pq) = (rs),

где λpqrs , (pq) = (rs) — собственные модули упругости [4]. Базис tijpq может быть выбран
таким образом, чтобы определяющие соотношения (7) имели наиболее простой вид [3]

σ̃11 = f̃11(ε̃11), σ̃22 = f̃22(ε̃22), σ̃33 = f̃33(ε̃33),

σ̃23 = f̃23(ε̃23), σ̃13 = f̃13(ε̃13), σ̃12 = f̃12(ε̃12),

при этом каждая функция зависит от одной переменной.
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