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Доклад посвящен изложению результатов, относящихся к широкому кругу идей примене-
ния уравнения Лёвнера. Это уравнение составляет основу метода параметрических продолже-
ний в теории однолистных функций, сыгравшего важную роль в доказательстве неравенств
Бибербаха и при получении ранее и в дальнейшем многих других точных оценок. Уравне-
ние Лёвнера первоначально возникло при изучении конформного отображения канонической
области на область с разрезом по простой дуге переменной длины.

П. 1. Теорема 1 (из [1, 2]). Решение ζ = ζ(τ, z; µ) = e−τz + . . . уравнения Лёвнера

dζ

dτ
= −ζ

µ(τ) + ζ

µ(τ)− ζ
, 0 ≤ τ ≤ τ0, 0 < τ0 ≤ +∞, (1)

с кусочно-непрерывной управляющей функцией µ(τ) , |µ(τ)| = 1 , и начальным условием
ζ(0, z; µ) = z , z ∈ E = {z ∈ C : |z| < 1} , существует на (0, τ0) , однолистно и конформно
отображает (при фиксированном τ ) круг E на односвязную область B(τ ; µ) , лежащую в
единичном круге; если τ0 = +∞ , то функция fµ(z) = lim

τ→+∞eτζ(τ, z; µ) принадлежит классу

S (т. е. множеству функций f(z) , f(0) = 0 , f ′(0) = 1 , голоморфных и однолистных в E ).
П. 2. В формировании границы области B(τ ;µ) определенным образом участвуют реше-

ния ζ(τ, z; µ) , z ∈ E \ E , создающие простые концы этой области. Представляют интерес
условия, остающиеся пока не сформулированными, при которых ζ(τ, E; µ) — круг с разрезом
по кривой. Приведен пример последовательности µ1(τ), µ2(τ), . . . аналитических функций,
равномерно сходящейся к такой функции µ(τ) , что хотя ζ(τ, E; µ) — круг с разрезом, но
ζ(τ, E; µ) — круг с выброшенной луночкой.

П. 3. К эффективным представлениям некоторых подмножеств множества S можно прий-
ти за счет удачного выбора µ(τ) и последующего интегрирования уравнения (1).

Теорема 2 [3]. Классу S принадлежат функции

f(z) =

[
s(1 + iδ)

∫ z

0

(1− u)us(1+iδ)−1

(1− e−iϕu)2s+1 du

] 1
s(1+iδ)

, (2)

где s > 0 , −∞ < δ < +∞ , −π < ϕ ≤ π.
И. Е. Базилевич, рассматривая уравнение Лёвнера – Куфарева, получил интегральную

формулу более общую, чем (2). Отметим здесь результаты Д. В. Прохорова, Г. Д. Садритди-
новой, А. Н. Сыркашева.

П. 4. Представляют интерес обратные задачи. Проведены исследования двух типов та-
ких задач. Восстановлены [4] управляющие функции µ(τ) , сответствующие экстремальным
функциям относительно функционала arg f ′(z) , f ∈ S , z ∈ E \ {0} , и других простейших
функционалов. Указан [5] алгоритм численного нахождения µ(τ) для конформного отображе-
ния полуплоскости на плоскость с разрезом по лучу и примыкающей к нему дуге окружности.
Он аналогичен алгоритму П. П. Куфарева [6] нахождения постоянных в интеграле Кристоф-
феля – Шварца, но оказался более сложным для численной реализации.
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П. 5. Задача варьирования отображающей функции и её приближенного представления,
первоначально поставленная Лаврентьевым и Люстерником, находит связь с уравнением Лёв-
нера. Пусть ζ(z, τ) , ζ(0, τ) = 0 , ζ ′(0, τ) = e−τ , — функция, отображающая круг E на еди-
ничный круг с разрезом по начинающейся в точке eiϕ0 простой дуге малой ддины. Тогда

ζ(z, τ) = z − zτ
eiϕ0 + z

eiϕ0 − z
+ o(τ)

на компактах в E . Суперпозиция таких отображений позволяет перейти к более общим обла-
стям и рассматривать вопросы соответствия границ.

П. 6. Установлена связь ζ(τ, z;−1) с производящими функциями некоторых ортогональ-
ных многочленов и и другими классами специальных функций. В частности, имеют место
формулы, полученные с участием Г. А. Юферовой.

Теорема 3. Справедливы формулы

1
1− z

d

dτ
ln ζ(τ, z;−1) =

∞∑

m=0

Pm(1− 2e−τ )zm =
∞∑

l=0

F (−l, l + 1; e−τ )zl, |z| < 1,

ζm(τ, z;−1) = e−mτ
∞∑

l=m

(
m + l − 1

2m− 1

)
F (m + l, m− l; 2m + 1; e−τ )zl, |z| < 1,

где Pm(x) — полиномы Лежандра, F (α, β, γ; z) — гипергеометрическая функция, m = 1, 2, . . .
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