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Первые результаты по устойчивости классов плоских и пространственных конформных
отображений были получены М. А. Лаврентьевым при исследовании квазиконформных отоб-
ражений. Теория устойчивости конформных отображений, возникшая в рамках теории ква-
зиконформных отображений, в дальнейшем развивалась главным образом усилиями самого
М. А. Лаврентьева, а также П. П. Белинского и Ю. Г. Решетняка. Отталкиваясь от теории
устойчивости конформных отображений, А. П. Копылов предложил общую концепцию устой-
чивости в C -норме классов отображений, названную им концепцией ξ -устойчивости (см., на-
пример, [1]). В рамках концепции ξ -устойчивости получены теоремы об устойчивости классов
многомерных голоморфных отображений, классов решений эллиптических систем линейных
уравнений в частных производных, классов гомотетий и ряда других классов отображений
(см., например, работы А. П. Копылова, Н. С. Даирбекова, Т. В. Соколовой и др.).

Развивая теорию ξ -устойчивости, в работах [2–4] мы исследуем устойчивость классов ре-
шений u : V ⊂ Rn → Rm нелинейных дифференциальных уравнений

F (u′(x)) = G(u′(x)) для п. в. x ∈ V, (1)

строящихся с помощью квазивыпуклых функций F и нуль-лагранжианов G . Здесь u′(x) —
матрица Якоби отображения u в точке x ∈ V . Непрерывная функция F : Rm×n → R , за-
данная на пространстве Rm×n всех вещественных m × n -матриц, называется квазивыпук-
лой в смысле Ч. Б. Морри, если |B(0, 1)|F (ζ) ≤ ∫

B(0,1) F (ζ + ϕ′(x)) dx для всех функций
ϕ ∈ C∞

0 (B(0, 1);Rm) и матриц ζ ∈ Rm×n , а функция G : Rm×n → R называется нуль-
лагранжианом в смысле Дж. Болла, если G и −G являются квазивыпуклыми функциями.
Здесь для множества A ⊂ Rn величина |A| есть его внешняя мера Лебега. Большинство упо-
мянутых выше классов отображений могут быть рассмотрены как классы решений уравнений
вида (1). Например, сохраняющие ориентацию конформные отображения являются решени-
ями уравнения (1) с F (ζ) = |ζ| и G(ζ) = det ζ , ζ ∈ Rm×n . Здесь |ζ| — операторная норма
матрицы ζ ∈ Rm×n .

Множество Γk
n := {I = (i1, . . . , ik) : 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n, iκ ∈ {1, . . . , n}, κ = 1, . . . , k}

состоит из k -наборов упорядоченных индексов. Если x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn и I = (i1, . . . , ik) ∈
Γk

n , то полагаем xI := (xi1 , . . . , xik) ∈ Rk . Для J = (j1, . . . , jk) ∈ Γk
m и I = (i1, . . . , ik) ∈ Γk

n

величина detJI ζ := det

( ζj1i1
... ζj1ik

...
. . .

...
ζjki1

... ζjkik

)
есть k×k -минор матрицы ζ =

(
ζ11 ... ζ1n

...
. . .

...
ζm1 ... ζmn

)
∈ Rm×n .

Фиксируем число k ∈ N , 2 ≤ k ≤ min{n,m} . Для непрерывных функций F : Rm×n → R
и G : Rm×n → R мы считаем, что выполнены следующие предположения: (H1) F является
квазивыпуклой функцией; (H2) G является нуль-лагранжианом; (H3) F и G положительно
однородны степени k , т. е. F (tζ) = tkF (ζ) и G(tζ) = tkG(ζ) для всех чисел t > 0 и матриц
ζ ∈ Rm×n ; (H4) sup{K ≥ 0 : F (ζ) ≥ KG(ζ), ζ ∈ Rm×n} = 1 ; (H5) cF := inf{F (ζ) : ζ ∈
Rm×n, |ζ| = 1} > 0 ; (H6) dG := sup

{∑
J∈Γk

m,I∈Γk
n
|γJI ||xI |2 : x ∈ Rn, |x| = 1

}
< kcF /(n −
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k) в случае k < n . Здесь коэффициенты γJI ∈ R из представления k -однородного нуль-
лагранжиана G в виде линейной комбинации k× k -миноров: G(ζ) =

∑
J∈Γk

m,I∈Γk
n

γJI detJI ζ ,
ζ ∈ Rm×n .

Для K ≥ 1 обозначим через G(K) = GF,G(K) класс отображений v ∈ W 1,k
loc (V ;Rm) ,

определенных на областях V ⊂ Rn и удовлетворяющих неравенству F (v′(x)) ≤ KG(v′(x))
для п. в. x ∈ V . Обозначим через W 1 класс отображений v : V → Rm , определенных на
областях V ⊂ Rn и удовлетворяющих условию v ∈ W 1,p

loc (V ;Rm) для некоторого p = p(v) > n .
Из условия (H4) следует, что класс G := G(1) состоит из решений u уравнения (1).
Основным результатом об устойчивости класса G является следующая теорема [4].
Теорема 1. Пусть функции F и G удовлетворяют предположениям (H1)–(H6). Тогда

класс G ξ -устойчив относительно класса W 1 .
Следуя А. П. Копылову [1], говорят, что класс G является ξ -устойчивым относительно

класса W 1 , если класс G удовлетворяет условиям ξ -нормальности g1 – g6 из [1] и существует
функция α = αG : [0,+∞) → [0, +∞) такая, что limε→0 α(ε) = α(0) = 0 и ξ(v, G) ≤ α(Ξ(v, G))
для всех отображений v ∈ W 1 . Здесь функционал ξ(·,G) глобальной близости и функционал
Ξ(·, G) локальной близости определяются следующим образом [1]. Возьмем число ρ ∈ (0, 1)
и шар B = B(x, r) ⊂ Rn . Для локально ограниченного отображения v : B → Rm обозна-
чим через ξρ,B(v, G) точную нижнюю грань чисел ε ≥ 0 , для которых найдется отобра-
жение u : B → Rm из класса G такое, что ‖v − u‖C(B(x,ρr);Rm) ≤ εdiam v(B) . Функционал
ξB(v, G) :=

∫ 1
0 ξρ,B(v, G) dρ измеряет близость отображения v к классу G в равномерной

метрике внутри шара B , отнесенной к размерам v(B) . Для отображения v : V → Rm , опре-
деленного на области V ⊂ Rn , мы полагаем ξ(v, G) := sup{ξB(v, G) : B ⊂ V } и Ξ(v, G) :=
sup{lim infr→0 ξB(x,r)(v, G) : x ∈ V } . Здесь в определении ξ(v, G) точная верхняя грань берется
по всем шарам B , лежащим в области V . Функционал ξ(v, G) глобальной близости изме-
ряет близость отображения v к классу G внутри каждого шара, компактно содержащегося
в области определения отображения v , а функционал Ξ(v, G) локальной близости — во всех
малых шарах из области определения отображения v . Таким образом, теорема 1 означает, что
отображение v ∈ W 1 , локально близкое к отображениям класса G , глобально близко к ним в
C -норме на каждом шаре, компактно содержащемся в области определения отображения v .
Из теоремы 1 и теоремы 1.1.2 монографии [1] следует, что локально близкое к классу G отоб-
ражение v ∈ W 1 глобально близко в C -норме к отображениям класса G не только на шарах,
но и на любой подобласти, компактно содержащейся в области определения отображения v .

Важным шагом в доказательстве теоремы 1 является следующая теорема.
Теорема 2. При выполнении условий теоремы 1 существует функция ᾱ(ε) = ᾱF,G(ε) ,

определённая для 0 ≤ ε < ε0 и такая, что limε→0 ᾱ(ε) = ᾱ(0) = 0 и для каждого отображения
v ∈ W 1 неравенство Ξ(v, G) ≤ ε < ε0 влечёт v ∈ G(1 + ᾱ(ε)) .

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований,
Совета по грантам Президента Российской Федерации для поддержки молодых российских ученых и
ведущих научных школ, Междисциплинарного интеграционного проекта СО РАН 2006 г. № 117 и
Фонда содействия отечественной науке.
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