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Пусть на R+ : = [0,∞) заданы σ -конечные неотрицательные меры λ , µ и ν . Для фик-
сированных параметра p , 1 < p < ∞ , и меры λ лебегово пространство Lp,λ определя-
ется как множество всех λ -измеримых функций f = f(x) на R+ , для которых ‖f‖p,λ :=(∫

[0,∞) |f(x)|p dλ(x)
)1/p

< ∞.

Пусть функция k1(x, y) измерима по мере ν×λ , а k2(x, y) измерима по мере µ×ν . Будем
также считать, что функции ki(x, y) , i = 1, 2 , удовлетворяют условию Ойнарова, т. е. для
них выполнено

i) ki(x, y) ≥ 0,

ii) D−1(ki(x, z) + ki(z, y)) ≤ ki(x, y) ≤ D(ki(x, z) + ki(z, y)), x ≥ z ≥ y ≥ 0.

Определим интегральные операторы

K1f(x) : =
∫

[0,x]
k1(x, y)f(y)dλ(y) и K2f(x) : =

∫

[0,x]
k2(x, y)f(y)dν(y),

а также композицию

Kf(x) : = K2(K1f(x)) =
∫

[0,x]
k(x, y)f(y)dλ(y),

где новое ядро определено как

k(x, y) : =
∫

[y,x]
k2(x, s)k1(s, y)dν(s).

Оператор K не удовлетворяет условию Ойнарова. Поэтому, используя характеризацию для
операторов с ядрами Ойнарова (соответствующие результаты в весовом случае, полученные
Р. Ойнаровым, В. Д. Степановым приведены, например, в [1]), доказана

Теорема. Пусть 1 < p ≤ q < ∞ . Неравенство типа Харди

‖Kf‖q,µ ≤ C ‖f‖p,λ

выполнено для всех неотрицательных f ∈ Lp,λ тогда и только тогда, когда A < ∞ . Более
того, C ≈ A , где

A = A1 + A2 + A3 + A4;

A1 : = sup
t≥0

(∫

[t,∞)
k(x, t)qdµ(x)

)1/q (∫

[0,t]
dλ

)1/p′

;

A2 : = sup
t≥0

(∫

[t,∞)

(∫

[t,x]
k2(x, s)dν(s)

)q

dµ(x)

)1/q (∫

[0,t]
k1(t, y)p′dλ(y)

)1/p′

;

A3 : = sup
t≥0

(∫

[t,∞)
k2(x, t)qdµ(x)

)1/q



∫

[0,t]

(∫

[y,t]
k1(s, y)dν(s)

)p′

dλ(y)




1/p′

;

A4 : = sup
t≥0

(∫

[t,∞)
dµ

)1/q (∫

[0,t]
k(t, y)p′dλ(y)

)1/p′

.
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Также получены приложения этой теоремы к оценке нормы функции через норму ее k -й
“весовой” производной и аналогичный результат для соотношения параметров 1 < q < p < ∞
в случае абсолютно непрерывных мер. Представленная работа обощает результаты статьи [2].

Работа выполнена при поддержке гранта ДВО РАН № 06-III-A-01-003.
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