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Пусть n ∈ N , N = n + 1 , ω = [0, 1]n , ω̊ — внутренность ω , и дана липшицева функция
f : ω̊ → R . В липшицевой области

Ω =
{
x ∈ RN : x′ ∈ ω̊, f(x′) < xN < f(x′) + 2

}
, x = (x′, xN ),

рассмотрим пространство Соболева W 2
p (Ω) , где 1 < p < ∞ . Через tr v (∈ L1(ω̊) ) обозначим

след функции v ∈ W 2
p (Ω) на поверхности {xN = f(x′)} , записанный через x′ . Он определя-

ется условием “ tr v(ξ) = v(ξ↑) при ξ ∈ ω̊ на функциях v ∈ C(Ω) ”, где ξ↑ = (ξ, f(ξ)) ∈ RN , и
требованием непрерывности оператора tr .

Пространство tr W 2
p (Ω) естественно нормировать так:

‖u‖ = inf
v∈W 2

p :tr v=u
‖v‖W 2

p
.

Пусть p > N/2 , так что W 2
p (Ω) и tr W 2

p (Ω) состоят из непрерывных функций. Наша цель —
представить эквивалентную норму в tr W 2

p (Ω) , принимающую в расчет значения функции
только в “диадических” точках — точках с двоично-рациональными координатами. Для ани-
зотропных пространств Бесова в кубе такая норма получена в [7].

Пусть D — семейство ∪∞j=0Dj всех диадических кубов, где Dj состоит из 2jn замкнутых
кубов с ребром 2−j , в объединении дающих куб [0, 1]n . Для I ∈ D через I• обозначим тот
угол, все координаты которого минимальны. Для числового семейства β = (βI)I∈D положим

‖β‖p
I =

∑

J∈D : J⊂I, |J |=|I|/2

|βI − βJ |p +
∑

16i6n : (I•)i 6=1−|I|
|βI − βI+|I|ei

|p,

где {ei} — канонический базис в Rn , а I + |I|ei — сдвиг куба I на вектор |I|ei .
Пусть u ∈ C(ω) . Для числа θ положим uθ(ξ) = u(ξ)− θf(ξ) ,

E(u, I, θ) =
∑

16i<j6n

∣∣uθ(I•)− uθ(I• + |I|ei)− uθ(I• + |I|ej) + uθ(I• + |I|ei + |I|ej)
∣∣

+
∑

16i6n : (I•)i 6=1−|I|

∣∣uθ(I•)− 2uθ(I• + |I|ei) + uθ(I• + 2|I|ei)
∣∣,

‖u‖дискр = inf
β


|βω|+

(∑

I∈D

{|I|N−2pEp(u, I, βI) + |I|N−p‖β‖p
I

}
)1/p


 ,

где inf берётся по всем числовым семействам β = (βI)I∈D .
Теорема 1. При p > N/2 функция u ∈ C(ω) принадлежит tr W 2

p (Ω) тогда и только
тогда, когда ‖u‖дискр < ∞ . В этом случае

inf
v∈W 2

p (Ω):
tr v=u

‖v‖W 2
p
∼ |u(0)|+

n∑

i=1

|u(ei)|+ ‖u‖дискр.
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О следах на “плохих” множествах и нормах с участием D см. [1], [3], [4], [5], [6].
Скажем, что поверхность {xN = f(x′)} = {ξ↑ : ξ ∈ ω̊} W 2

p -распрямляема, если простран-
ство tr W 2

p (Ω) равно обычному (для гладкой границы, f = 0 ) пространству следов B
2−1/p
p,p (ω̊)

с эквивалентностью норм. В неявном виде это понятие встретилось в [8]. Из пункта 1.1.7 в [2]
получаем, что условие f ∈ C1,1(ω) достаточно для распрямляемости. Выбор v(x) = xN по-
казывает, что условие f ∈ B

2−1/p
p,p (ω̊) необходимо для распрямляемости. Теперь из теоремы 1

легко выводится
Теорема 2. При p > N/2 норма в B

2−1/p
p,p (ω̊) эквивалентна норме

|u(0)|+
n∑

i=1

|u(ei)|+
[∑

I∈D
|I|N−2pEp(u, I, 0)

]1/p

(частный случай теоремы 1.1 в [7]) и имеем непрерывное вложение

B2−1/p
p,p (ω̊) ⊂ tr W 2

p (Ω).

При p > N равносильны следующие условия:

(i) поверхность {ξ↑ : ξ ∈ ω̊} W 2
p -распрямляема;

(ii)
∑

I∈D |I|N−2pEp(f, I, 0) < ∞ ;

(iii) f ∈ B
2−1/p
p,p (ω̊) .
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