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Пусть D = {R1 < |z| < R2} и Γ1 = {|z| = R1} , Γ2 = {|z| = R2} . В области D рассмотрим
комплексное интегральное уравнение следующего вида

w(z)− 1
π

∫∫

D

(λw(t) + µw(t))exp(iθ)
(p−R1)(R2 − p)(t− z)

dξdη = f(z), (1)

где λ , µ — заданные вещественные или комплексные числа, θ = arg t , t = ξ+iη , ρ2 = ξ2+η2 ,
z = x + iy , f(z) — заданная функция, w(z) — искомая функция.

Исследованию линейных интегральных уравнений вида (1) с фиксированными граничными
сингулярными и сверхсингулярными ядрами посвящены работы [1–5].

В случае, когда λ , µ вещественные, λ + µ > 0 , λ − µ > 0 , имеет место следующее
утверждение.

Теорема. Пусть в интегральном уравнении (1) λ + µ > 0 , λ − µ > 0 ( a ) λ > µ > 0 ;
b ) λ < 0 , µ < 0 , |µ| > |λ| ; c ) λ > 0 , µ < 0 , λ < |µ| ) f(z) = f(r) = f1(r) + if2(r) ∈ C(D) ,
f1(R2) = 0 , f2(R2) = 0 с асимптотическим поведением f1(r) = o[(R2 − r)γ1 ] , γ1 > 2(λ+µ)

R2−R1
;

f2(r) = o[(R2 − r)γ2 ] , γ2 > 2(λ−µ)
R2−R1

при r → R2 и f(R1) = 0 .
Тогда для разрешимости интегрального уравнения (1) в классе функций w(z) = w(r) ∈

C(D) , обращающихся в нуль на Γ1 и Γ2 , необходимо и достаточно выполненение условий

∫ R

R1

(
τ −R1

R2 − τ

) 2(λ+µ)
R2−R1 f1(τ)dτ

(τ −R1)(R2 − τ)
= 0,

∫ R

R1

(
τ −R1

R2 − τ

) 2(λ−µ)
R2−R1 f2(τ)dτ

(τ −R1)(R2 − τ)
= 0, (2)

где R1 < R < R2.
При выполнение условий (2) интегральное уравнение (1) имеет единственное решение,

которое дается при помощи формулы

w(z) ≡ w(r) = w0
1(r) + f(r)− 1

π

∫∫

D

K+(r, ρ)f(ρ) + K−(r, ρ)f(p)
(ρ−R1)(R2 − ρ)(t− z)

dξdη ≡ w0
1(r) + M1[f(r)],

где w0
2(r) = 0 при R1 < r ≤ R и w0

1(r) =
(

R2−r
r−R1

) 2(λ+µ)
R2−R1 ·c1+i

(
R2−r
r−R1

) 2(λ−µ)
R2−R1 ·c2 при R ≤ r < R2 ,

K±(r, ρ) = (λ + µ)
[(

ρ−R1

R2 − ρ

)(
R2 − r

r −R1

)] 2(λ+µ)
R2−R1 ± (λ− µ) ·

[(
ρ−R1

R2 − ρ

)(
R2 − r

r −R1

)] 2(λ−µ)
R2−R1

,

c1 = −(λ + µ)
∫ R2

R

(
ρ−R1

R2 − ρ

) 2(λ+µ)
R2−R1 f1(ρ)dρ

(ρ−R1)(R2 − ρ)
,
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c2 = −(λ− µ)
∫ R2

R

(
ρ−R1

R2 − ρ

) 2(λ−µ)
R2−R1 f2(ρ)dρ

(ρ−R1)(R2 − ρ)
.

Замечание 1. Аналогичные результаты получены и в случаях, когда λ , µ вещественные
и удовлетворяют условиям λ + µ < 0 , λ− µ < 0 .

Замечание 2. Аналогичный результат получен и в случае, когда λ и µ вещественные
кусочно постоянные, т. е. λ = λ1 , µ = µ1 для R1 ≤ r < R и λ = λ2 , µ = µ2 для R < r ≤ R ,
R1 < r < R2 .

Замечание 3. Аналогичный результат получен и в случае, λ+µ > 0 , λ−µ < 0 (a) λ > 0 ,
µ > 0 , λ < µ ; b) λ < 0 , µ > 0 , µ > |λ| ) и в случае λ + µ < 0 , λ − µ > 0 ( λ < 0 , µ < 0 ,
|µ| < |λ|) ).

Замечание 4. Исследован случай, когда λ и µ комплексные числа.
Замечание 5. В окружности D+ = {|z| < R} найдено радиально-симметричное решение

интегрального уравнения

w(z)− 1
π

∫∫

D

(λw(t) + µw(t))exp[iθ]dξdη

(R− ρ)α(t− z)
= f(z),

где λ , µ заданные комплексные числа, α > 1 .
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