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Введение. Пусть Ω — односвязная область на плоскости, dist(z, ∂Ω) — расстояние от
точки z до границы ∂Ω области Ω , R(z, Ω) — конформный радиус Ω в точке z ∈ Ω и
P(Ω) — жесткость кручения области Ω , т. е.

P(Ω) := 2
∫∫

Ω
v(x, y)dxdy,

где v = v(x, y) — решение уравнения Пуассона 4v = −2 с граничным условием v = 0 .
Рассмотрим геометрические функционалы

Ip(Ω) =
∫∫

Ω

distp(z, ∂Ω)dxdy, Ic(Ω) =
∫∫

Ω

R2(z,Ω)dxdy,

являющиеся, соответственно, евклидовым моментом области Ω относительно её границы
порядка p и конформным моментом инерции области Ω .

Ф. Г. Авхадиевым [1] было доказано, что для односвязных областей Ω ⊂ C имеем P(Ω) ∼
I2(Ω) ∼ Ic(Ω) , а именно, справедлива цепочка неравенств

I2(Ω) ≤ Ic(Ω) ≤ P(Ω) ≤ 4Ic(Ω) ≤ 64I2(Ω).

Одним из основных изопериметрических свойств для жесткости кручения является нера-
венство Сен-Венана – Полиа

P(Ω) ≤ A2(Ω)
2π

,

причем равенство достигается тогда и только тогда, когда Ω — круг.
Л. Е. Пейн доказал (см. [2]), что в действительности справедливо более сильное неравенство

A2(Ω)− 2πP(Ω) ≥ (A(Ω)− 2π v(Ω))2 ,

где v(Ω) = max
(x,y)∈Ω

v(x, y) . Равенство также достигается тогда и только тогда, когда Ω — круг.

Аналоги неравенства Сен-Венана – Полиа для евклидовых моментов были доказаны в
работе [3] и обобщены в [4]. Поэтому логичным является предположение о существовании
аналога последнего неравенства для евклидовых моментов.

Основные результаты и следствия. Обозначим ρ(Ω) = max
z∈Ω

dist(z, ∂Ω) .

Теорема 1. Пусть Ω – односвязная область конечной площади и p ≥ 0 . Тогда имеет место
неравенство

Ip(Ω)− 2πρp+2(Ω)
(p + 1)(p + 2)

≤ ρp(Ω)
(p + 1)

(
A(Ω)− πρ2(Ω)

)
.

Случаи равенства в неравенстве совпадают со случаями равенства в неравенстве Боннезена
(т. е. экстремальные области Ω являются выпуклыми и состоят из прямоугольника и двух
полукругов).
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Можно показать, что для многоугольников имеют место соотношения

lim
p→+∞

p + 1
ρp+1(Ω)

(
Ip(Ω)− 2πρp+2(Ω)

(p + 1)(p + 2)

)
= l(ρ(Ω))

и

lim
p→−1

p + 1
ρp+1(Ω)

(
Ip(Ω)− 2πρp+2(Ω)

(p + 1)(p + 2)

)
= l(Ω)− 2πρ(Ω).

Тогда, как одно из следствий теорем 1 получаем следующую цепочку неравенств

l(ρ(Ω)) ≤ 3
ρ3(Ω)

(
I2(Ω)− πρ4(Ω)

6

)
≤ A(Ω)− πρ2(Ω)

ρ(Ω)
≤ l(Ω)− 2πρ(Ω),

где l(µ) — длина линии уровня функции расстояния до границы области (0 ≤ µ ≤ ρ(Ω)) и
l(Ω) = l(0) . Последнее неравенство представляет собой неравенство Боннезена.

Последние соотношения позволяют предположить, что функция

f(p) :=
p + 1

ρp+1(Ω)

(
Ip(Ω)− 2πρp+2(Ω)

(p + 1)(p + 2)

)

является невозрастающей для p ∈ [−1, +∞) , предполагается, что l(Ω) < +∞ . Такое свойство
называется свойством изопериметрической монотонности. Это означает, что для фиксирован-
ных значений p1 и p2 с условием p1 < p2 имеет место неравенство f(p1) ≥ f(p2) , причем
равенство f(p1) = f(p2) возможно лишь для областей, для которых f(p) ≡ const . Несколько
функционалов с таким свойством были построены Дж. Хершем и К. Бэндл (см. [5]).

Мы доказываем изопериметрическую монотонность f(p) , а именно, следующее утвержде-
ние.

Теорема 2. Пусть Ω односвязная область и Ip0(Ω) < +∞ для некоторого p0 ∈ [−1,∞).
Тогда
1) Если Ω не совпадает с экстремалью в неравенстве Боннезена, то f(p) — строго убывающая
функция от p.
2) Если Ω совпадает с одной из экстремалей в неравенстве Боннезена, то f(p) ≡ const, для
p ∈ [−1, +∞).

Заметим, что существуют односвязные области Ω , для которых условие Ip0(Ω) < +∞ не
выполняется ни при каких p0 . Примерами таких областей являются полуплоскость и полоса.

Работа выполнена при частичной поддержке РФФИ грант № 05-01-00523.
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