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Рассматривается задача о нахождении аналитической в верхней полуплоскости функции
F (z) по краевому условию

a(t)ReF (t)− b(t)ImF (t) = c(t),

которое выполняется на вещественной оси L всюду, кроме сгущающейся на бесконечности
монотонной последовательности точек tk , tk > 0 , в которых коэффициенты краевого усло-
вия a(t) , b(t) и свободный член c(t) имеют разрывы первого рода. Условимся считать, что
вещественнозначные функции a(t) , b(t) , c(t) непрерывны по Гельдеру на каждом интервале
(tk, tk+1) включая концы, c(t) = O(|t|−γ) , при t → ∞ , 0 < γ < 1 , и a(t)2 + b(t)2 6= 0 . В
этой задаче возможны две существенно различные ситуации: случаи конечного и бесконечно-
го индекса, связанные со сходимостью либо расходимостью ряда, составленного из скачков и
приращений на интервалах непрерывности функции ν(t) = arg G(t) , G(t) = a(t)− ib(t) .

1. Случай конечного индекса. В случае конечного индекса решение задачи будем искать
в классе аналитических в верхней полуплоскости функций, имеющих интегрируемые особен-
ности в точках tk , и стремящихся к бесконечности порядка меньше единицы при |z| → ∞, y →
0 + 0 по некасательным путям. Ветвь ν(t) = arg G(t) выберем последовательно на каждом
интервале непрерывности коэффициентов так, чтобы скачок δk этой функции в точке tk удо-
влетворял неравенству 0 ≤ δk < 2π . Дополнительно предположив, что существует конечный
предел limt→−∞ ν(t) = ν(−∞) , определим функцию ϕ(t) = ν(t)− β(t)π , где β(t) — целочис-
ленная функция, принимающая значения βk , в интервалах (tk, tk+1) , k = 1,∞ , β(t) = 0 при
0 < t < t1 и β(t) = −κ при t < 0 . Число βk выберем так, чтобы 0 ≤ ϕ(tk +0)−ϕ(tk−0) < π ,
число κ определим ниже так, чтобы скачок функции β(t) в точке t = 0 был целым и чтобы
величина κ∞ = [ϕ(−∞)−ϕ(+∞)]/π удовлетворяла неравенству 0 ≤ κ∞ < 1 . Обозначим сим-
волом κk скачок функции ϕ(t) в точке tk , mk — приращение ϕ(t) на интервале (tk, tk+1)

и полагаем сходящимися следующие числовые ряды
∞∑

j=1
κj = κ+ ,

∞∑
j=1

mj = m . Предположим,

что существует предел limt→+∞ ϕ(t) = ϕ(+∞) , и, обозначая πβ∗ = ν(−∞)− ν(t1− 0) , вычис-
лим κ∞ = β∗+κ−κ+−m , откуда находим κ = −E(β∗−κ+−m) , если β∗−κ+−m — любое
положительное или целое отрицательное число и κ = −E(β∗−κ+−m)+1 , если β∗−κ+−m —
нецелое отрицательное число, где через E(p) обозначена целая часть числа p . Замечая, что
ϕ(0− 0)−ϕ(0 + 0) = κπ , число κ назовем индексом данной задачи в выбранном классе реше-
ний. Решение задачи проведем сведением к задачеШварца методом аналитического выделения
всех особенностей коэффициентов краевого условия , которое преобразуем к виду

Re
F (t)

−iF0(t)
= c1(t), c1(t) =

c(t)|P+(t)|eK0(t)

|G(t)||t + i|κ∞+κ+−κ0 |t|κ0 cos[β(t)π]
,

причем c1(t) удовлетворяет условию Гельдера на вещественной оси и обращается в нуль в бес-
конечно удаленной точке, F0(z) находится с использованием формулы Шварца с непрерывной
по Гельдеру плотностью φ(t) , полученной из ϕ(t) = arg F0(t)−π/2 выделением особенностей в
точках tk , бесконечно удаленной точке и начале координат, κ0 = 0 при четном κ и κ0 = −1 ,
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если κ — нечетное число, P+(z) =
∏∞

k=1[(1− z)/tk]κk . Предполагаем, что ряд
∑∞

k=1 1/tk схо-
дится. Картина разрешимости рассмотренной задачи полностью аналогична случаю задачи
Гильберта с конечным множеством точек разрыва коэффициентов [1].

2. Случай бесконечного индекса. Теперь рассмотрим случай, когда
∑∞

k=1[κk + mk]
расходится. Неограниченное вращения вектора G(t) приводит к обращению в бесконечность
индекса рассматриваемой задачи. При этом рассматриваемая здесь задача существенно от-
личается от изученных в [2, 3] задач Гильберта с бесконечным индексом и непрерывными
коэффициентами. Для изучения асимптотического поведения функции P+(z) , введем счита-
ющую функцию n∗+(x) = 0, 0 ≤ x < t1, n∗+(x) =

∑k−1
j=1 κj , tk−1 ≤ x < tk, k = 2,∞ .

Ограничимся рассмотрением случая lim
x→+∞n∗+(x)x−κ+

= ∆+, где κ+ — положительная по-

стоянная, удовлетворяющая неравенству κ+ < 1 , ∆+ > 0 . Для введенной выше функции
P+(z) справедлива формула

ln P+(z) =
π∆+e−iκ+π

sinπκ+
zκ+

+ I(z), I(z) = −z

∫ +∞

0

n∗+(x)−∆+xκ+

x(x− z)
dx.

Обозначим pk = n∗+(tk)−∆+(tk)κ+ , pk > 0 , и числа pk , tk , k = 1, 2, ... , будем подбирать так,
чтобы выполнялись равенства pk = −n∗+(tk) + ∆+(tk+1)κ+ . При сделанных здесь ограничени-
ях на характеристики точек разрыва можно установить ограниченность и непрерывность по
Гельдеру на вещественной оси функции I(t) .

Теперь, обозначив ϕ1(t) = ϕ(t) + arg P+(t) , Γ(z) — решение задачи Шварца для ϕ1(t) ,
краевое условие соответствющей однородной задачи запишем так Im

{
ie−Γ+(t)F (t)P+(t)

}
= 0 .

Отсюда с использованием принципа симметрии получим общее решение однородной задачи в
классе функций с ограниченным произведением |Φ(z)|eReI(z) вида

F (z) = ieΓ(z)e−I(z) exp
{
−π∆+e−iπκ+

zκ+
/ sin(πκ+)

}
Φ(z),

в котором Φ(z) — целая функция порядка ρF ≤ κ+ , удовлетворяющая условию зеркаль-
ной симметрии относительно вещественной оси и некоторому ограничению скорости роста на
вещественной оси. Изучены условия существования и числа решений.

Краевое условие неоднородной задачи запишем в виде

Re
[
e−iΓ+(t)F (t)P+(t)F1(t)

]
= c2(t), c2(t) = c(t)|P+(t)|/

{
|G(t)|F1(t) cos(β(t)π)eΓ(t)

}
,

где Γ(t) = ReΓ+(t) , F1(z) — специально построенная по выбранной последовательности ну-
лей заданного порядка целая функция, позволяющая применять оператор Шварца для c2(t) .
Теперь общее решение неоднородной задачи представляется в виде суммы частного решения
неоднородной задачи и общего решения однородной.

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (проект № 05-01-00523).
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