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Работа посвящена теоремам об обратной функции и о неявной функции [1–6] для липши-
цевых отображений областей банаховых пространств.

Пусть Y, Z — нормированные пространства. Если a ∈ Y, то символом B(a, r) обозначим
открытый шар в Y с центром a радиуса r > 0. Обозначим через L (Z, Y ) пространство
линейных непрерывных операторов, действующих из Z в Y.

Если a ∈ Z и M ⊂ Z, то π(a, M) = {z ∈ Z : z = a + (m− a) t, m ∈ M, t ∈ R} — мно-
жество точек, каждая из которых лежит на прямой, проходящей через a и некоторую точку
m ∈ M, m 6= a.

Пусть U ⊂ Y. Будем говорить, что функция Φ : U → Z удовлетворяет на множестве U
условию Липшица с постоянной L, если для любых y1, y2 ∈ U выполняется неравенство

‖Φ(y2)− Φ(y1))‖Z ≤ L ‖y2 − y1‖Y .

Точную нижнюю границу постоянных L в этом неравенстве будем обозначать Lip(Φ, U).
Теорема 1. Пусть Y, Z — банаховы пространства, B = B(y0, r) ⊂ Y и Φ : B → Z —

ограниченное отображение, удовлетворяющее на B следующему условию: существует такое
линейное непрерывное отображение C ∈ L(Z, Y ) и постоянная q, 0 ≤ q < 1, что

Lip(CΦ(y)− y,B) ≤ q < 1.

Тогда, если для некоторого y ∈ B множество π(Φ(y), Φ(B)) совпадает с пространством Z,
то множество Φ(B) открыто и отображение Φ гомеоморфно отображает B на Φ(B). При
этом отображения Φ и Φ−1 : Φ(B) → B удовлетворяют условию Липшица.

Пусть U ⊂ Y. Для ограниченной функции Φ : U → Z полагаем

ω (Φ, U) = inf
C∈L(Z,Y )

Lip(CΦ(y)− y, U).

Отметим, что для любой ограниченной на U функции Φ : U → Z выполняется нравен-
ство ω (Φ, U) ≤ 1. Если точка a ∈ U, то ω (Φ, a) = lim

r→0+
ω (Φ, U ∩B(a, r)) . Пусть π(Φ, a) =

⋂
0<r

π(Φ(a), Φ(U ∩B(a, r))).

Теорема 2. Пусть Y, Z — банаховы пространства, B = B(y0, r) ⊂ Y и Φ : B → Z — огра-
ниченное отображение, которое в некоторой точке a ∈ B, удовлетворяет условиям ω (Φ, a) < 1
и π(Φ, a) = Z. Тогда существует такой шар U = B(a, r1) ⊂ B, что множество Φ(U) откры-
то и отображение Φ гомеоморфно отображает U на Φ(U). При этом отображения Φ и
Φ−1 : Φ(U) → B удовлетворяют условию Липшица.

Пусть U ⊂ X, V ⊂ Y и D = U × V. Будем говорить, что функция Φ : D → Z удо-
влетворяет на множестве D условию Липшица с постоянной L, если для любых (x1, y1),
(x2, y2) ∈ D выполняется неравенство

‖Φ(x2, y2)− Φ(x1, y1))‖Z ≤ L (‖x2 − x1‖X + ‖y2 − y1‖Y ) .

Точную нижнюю границу постоянных L в этом неравенстве будем обозначать Lip(Φ, D).
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Теорема 3. Пусть U — непустое подмножество пространства X, B = B(y0, r) ⊂ Y. По-
лагаем D = U × B и пусть Φ : D → Z — отображение, удовлетворяющее на D условию
Липшица. Предположим, что существует такое линейное отображение A ∈ L(Z, Y ) и посто-
янная q, 0 ≤ q < 1, что

‖A(Φ(x, y2)− Φ(x, y1))− (y2 − y1)‖Y ≤ ‖y2 − y1‖Y ,

для всех (x, y2), (x, y1) ∈ D. Если π(Φ(x, y), Φ(x,B)) = Z хотя бы для одного (x, y) ∈ D ,

то для каждой точки (a, b) ∈ D на множестве Uρ = B(a, ρ) ∩ U, ρ =
(1− q)(r − ‖b‖Y )
‖A‖Lip(Φ, D)

,

существует и единственно отображение G : Uρ → B(b, r − ‖b‖Y ), G(a) = b, которое для всех
x ∈ Uρ удовлетворяет уравнению

Φ(x,G(x)) = Φ(a, b).

Отображение G липшицево на Uρ и Lip(G, Uρ) ≤ (r − ‖b‖Y )
ρ

.

В следующай теореме удается отказаться от условия π(Φ(y), Φ(B)) = Z. Обозначим через
L0 (Z, Y ) замыкание множества тех A ∈ L (Z, Y ) , для которых kerA = { 0} ⊂ Z и пусть
L 0 = L0 (Z, Y ) ∪ {0}, где 0 ∈ L (Z, Y ) . Для липшицевой функции Φ : U → Z , U ⊂ Y,
полагаем

ω0 (Φ, U) = inf
C∈L0

Lip(CΦ(y)− y, U).

Теорема 4. Пусть Y,Z — банаховы пространства, B = B(y0, r) ⊂ Y и Φ : B → Z -̃–
отображение, удовлетворяющее на B условию Липшица. Предположим, что ω0 (Φ, B) < 1.
Тогда множество Φ(B) открыто и отображение Φ гомеоморфно отображает B на Φ(B).
При этом отображение Φ−1 : Φ(B) → B удовлетворяет условию Липшица.
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