
Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Îáðàòíûå è íåêîððåêòíûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè�,
ïîñâÿùåííàÿ 75-ëåòèþ àêàäåìèêà Ì.Ì.Ëàâðåíòüåâà, 20-25 àâãóñòà 2007 ã., Íîâîñèáèðñê, Ðîññèÿ

Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè
â îïåðàòîðíî-äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè ñ ïàðàìåòðîì

Í.Ë. Àáàøååâà∗

∗ ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ,
ïð. Àê. Êîïòþãà, 4,
630090 Íîâîñèáèðñê, Ðîññèÿ
E-mail: anl@math.nsc.ru

Ðàáîòà áûëà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 06-01-00439, ãðàíòîì ÍØ-7157.2006.1 è
èíòåãðàöèîííûìè ïðîåêòàìè ÑÎ ÐÀÍ �48 è �2.2

Ïóñòü 0 < T < ∞, H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (·, ·) è íîðìîé
‖ · ‖, L : H → H � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð c îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(L), ∃δ > 0 òàêîå, ÷òî
−(Lu, u) ≥ δ‖u‖2 äëÿ ∀u ∈ D(L).

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ñëåäóþùàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à ñ ïàðàìåòðîì p ∈ (p1, p2) (p1 < p2).

Çàäà÷à 1p. Íàéòè ïàðó ôóíêöèé u(t, p) è f(t), óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ

ut − pLu = f(t), t ∈ (0, T ), p ∈ (p1, p2), (1)

è êðàåâûì óñëîâèÿì
u(0, p) = u0(p), u(T, p) = u1(p).

Òàêèå îáðàòíûå çàäà÷è èññëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ Þ. Å. Àíèêîíîâà [1, 2]. Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ ñ
ïàðàìåòðîì âîçíèêàþò ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé y ê óðàâíåíèÿì âèäà

∂kw

∂tk
− ∂

∂y
Aw = f(x, t)λ(y),

ãäå w = w(x, t, y), x ∈ Rn, t, y ∈ R, L � ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé ïî ïåðåìåííîé x. Êðîìå
òîãî, ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì â óðàâíåíèÿõ âèäà (1) ñ÷èòàòü êîýôôèöèåíò p ïåðåìåííîé âåëè÷è-
íîé, ò. å., íàïðèìåð, ñ÷èòàòü ïåðåìåííûì êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè â óðàâíåíèè (1). Ôèçè÷åñêè
ýòî ìîæåò îçíà÷àòü, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ îäíîâðåìåííî ñðåäû ñ ðàçëè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè òåïëî-
ïðîâîäíîñòè, êîýôôèöèåíòàìè äèôôóçèè, âîëíû ñ ðàçíûìè ñêîðîñòÿìè, ÷àñòèöû ñ ðàçíûìè ìàññàìè.
Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à 1p c ôèêñèðîâàííûì ïàðàìåòðîì p è áåç äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íà f íåêîð-
ðåêòíà. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ èñêàòü ôóíêöèþ f ñ ïîìîùüþ âàðüèðîâàíèÿ ïàðàìåòðà p.

Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî H1 êàê ïîïîëíåíèå D(L) ïî íîðìå

‖u‖H1 =
√
|(Lu, u)|

è íåãàòèâíîå ïðîñòðàíñòâî H−1, ïîñòðîåííîå ïî ïðîñòðàíñòâàì H1 è H, ò. å. ïîïîëíåíèå H ïî íîðìå

‖u‖H−1 = sup
ϕ∈H1,ϕ6=0

|(u, ϕ)|
‖ϕ‖H1

.

Ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî L−1 : H1 → H1 âïîëíå íåïðåðûâåí.
Âîçüìåì ëþáóþ ôóíêöèþ Φ(t, p) ∈ L2((0, T )×(p1, p2);H1)) òàêóþ, ÷òî Φt ∈ ∩L2((0, T )×(p1, p2);H−1))

è Φ(0, p) = u0(p), Φ(T, p) = u1(p). Òîãäà çàìåíîé v = u− Φ íàøà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé çàäà÷å
ñ îäíîðîäíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè.
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Çàäà÷à 1′p. Íàéòè ïàðó ôóíêöèé v(t, p) è f(t), óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ

vt − pLv = f(t)− g(t, p), t ∈ (0, T ), p ∈ (p1, p2), (2)
v(0, p) = 0, v(T, p) = 0. (3)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç vn ∈ H1 ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà L, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûì çíà-
÷åíèÿì λn (. . . ≤ λn+1 ≤ λn ≤ . . . ≤ λ1 < 0), ò. å. Lvn = λnvn. Â ñèëó ñàìîñîïðÿæåííîñòè è âïîëíå
íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà L âåêòîðû vn(ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùåé íîðìèðîâêè) îáðàçóþò îðòîíîðìèðî-
âàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà H, áàçèñ Ðèññà ïðîñòðàíñòâ H1 è H−1. Çíà÷èò, ëþáîé ýëåìåíò v ∈ H1

ïðåäñòàâèì â âèäå

v =
∞∑

n=1

cnvn, ãäå cn = (v, vn).

Ïðè÷åì íîðìû â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèì

‖v‖2
H1

=
∞∑

n=1

|λn||cn|2, ‖v‖2
H =

∞∑

n=1

|cn|2, ‖v‖2
H−1

=
∞∑

n=1

|λn|−1|cn|2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç H2, H−2 ïðîñòðàíñòâà ñ íîðìàìè ‖v‖2
H2

=
∞∑

n=1
|λn|2|cn|2, ‖v‖2

H−2
=

∞∑
n=1

|λn|−2|cn|2
ñîîòâåòñòâåííî.

Äàëåå, ïîëîæèì E = L2((p1, p2) × (0, T );H), V1 = {v ∈ L2((p1, p2) × (0, T );H2) : ∃vt ∈ E, v(0, p) =
v(T, p) = 0}. Òàêæå ââåäåì ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâà E

S0 = L2(0, T ; H), S1 = {ϕ(t, p) ∈ E : ∃v ∈ V1 òàêàÿ, ÷òî ϕ = vt − pLv}.

Ëåììà. Ìíîæåñòâî S = S0 + S1 ïëîòíî â E è S1 ∩ S0 = {0}.
Çàìå÷àíèå. Ìíîæåñòâî S ïëîòíî, íî íå ñîâïàäàåò ñ E. Òàêæå çàìåòèì, ÷òî èç S1 ∩ S0 = {0}

ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è 1′p (è 1p) â êëàññå f ∈ L2(0, T ;H), v ∈ V1.

Ïîëîæèì

Gn(p) = −
T∫

0

e−λnptgn(t, p) dt, (4)

ãäå gn = (g, vn).
Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà. Ïóñòü g(x, t, p) ∈ C([p1, p2]; L2(0, T ; H−1)) è g(t, p) � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïî ïåðå-
ìåííîé p íà ìíîæåñòâå (p1, p2), äîïóñêàþùàÿ àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå äî öåëîé ôóíêöèè ïî ïåðå-
ìåííîé p, òàêîé, ÷òî g(t, ip) ∈ W 1

2 (R; L2(0, T ; H−2)) è äëÿ êàæäîé èç ôóíêöèé Gn(p), n ∈ N, êîòîðûå
îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (4), âûïîëíåíû óñëîâèÿ

lim
ξ→∞

[
min{1, eλnTξ} sup

η∈R
|Gn(ξ + iη)|

]
= 0, sup

ξ∈R

[
min{1, e2λnξT }

∞∫

−∞
|Gn(ξ + iη)|2 dη

]
< ∞;

∞∑

k=−∞

∣∣∣Gn

(
i
2πk

λnT

)∣∣∣
2

< ∞.

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå {v, f} îáðàòíîé çàäà÷è 1′p òàêîå, ÷òî v ∈ C([p1, p2];L2(0, T ;H1)),
vt ∈ C([p1, p2]; L2(0, T ; H−1)), f ∈ L2(0, T ;H−1).
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Çàìå÷àíèå. Àíàëîãè÷íî ìîæíî èññëåäîâàòü çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé u(t, p) è f(t), óäîâëå-
òâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ

∂ku

∂tk
− pLu = f(t), t ∈ (0, T ), p ∈ (p1, p2),

è êðàåâûì óñëîâèÿì

∂ju

∂tj
(0, p) = uj(p), j = 0, 1, . . . , k − 1,

u(T, p) = uk(p).
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