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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ îáðàòíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à ëèíåéíîé èçîòðîïíîé óïðóãîñòè â
øàðîâîé îáëàñòè. Èññëåäîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ëèíåàðèçàöèè, à èìåííî, ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ, ÷òî ïëîòíîñòü ñðåäû ρ(r) çàâèñèò òîëüêî îò ðàäèàëüíîé ïåðåìåííîé, à ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ
ïðîäîëüíûõ c(r, θ, ϕ) è ïîïåðå÷íûõ âîëí a(r, θ, ϕ) ïðåäñòàâèìû â âèäå a2(r, θ, ϕ) = a2

0 + a1(r, θ, ϕ),
c2(r, θ, ϕ) = c2

0 + c1(r, θ, ϕ), ãäå a2
0, c2

0 � íåêîòîðûå èçâåñòíûå êîíñòàíòû, à a1(r, θ, ϕ), c1(r, θ, ϕ) � íåèç-
âåñòíûå ôóíêöèè, ìàëûå ïî ñðàâíåíèþ ñ êîíñòàíòàìè a2

0 è c2
0, ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé óïðóãîñòè äëÿ èçîòðîïíîé ñðåäû, çàïèñàííóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì
∂2~u

∂t2
=

µ

ρ
∆~u +

λ + µ

ρ
∇ div ~u +

∇λ

ρ
div ~u +

∇µ

ρ
· (∇~u + ~u∇) (1)

âìåñòå ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè

~u|t<0 = 0 (2)

è ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

σr|r=r0
=

1√
4π

~lθ(t), (3)

çäåñü âåêòîð íàïðÿæåíèé σr, äåéñòâóþùèé íà ïëîùàäêó ñ íîðìàëüþ, ïàðàëëåëüíîé îñè er, σr =
λ er div ~u + µ er ·(∇~u + ~u∇); âåêòîð ~l èìååò êîîðäèíàòû (1, 0, 0) â ñôåðè÷åñêîì áàçèñå er, eθ, eϕ; 1/

√
4π

� íîðìèðóþùàÿ êîíñòàíòà.
Ïóñòü ~h(t, θ, ϕ) � èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ. Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè äëÿ ðåøåíèÿ îáðàò-

íîé çàäà÷è ðàññìîòðèì
~u

∣∣∣
r=r0

= ~h(t, θ, ϕ), t ∈ [0, T ], ν(θ, ϕ) ∈ S2,

çäåñü S2 = {ν(θ, ϕ)|ν = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ)} � åäèíè÷íàÿ ñôåðà â R3.
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùèå ôóíêöèè

a2 =
µ

ρ
, b2 =

λ + µ

ρ
, c2 = a2 + b2 =

λ + 2µ

ρ
, p = ln ρ. (4)

Èç ðàâåíñòâ (??) âûòåêàþò ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ
λ

ρ
= c2 − 2a2, λ = (c2 − 2a2)ρ, µ = a2ρ;

∇λ

ρ
=

∇λ

λ

λ

ρ
= ∇(c2 − 2a2) + (c2 − 2a2)∇p;

∇µ

ρ
=

∇µ

µ

µ

ρ
= ∇a2 + a2∇p. (5)
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Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà ïëîòíîñòü ñðåäû çàâèñèò òîëüêî îò ðàäèàëüíîé ïåðåìåíîé r,
ρ ≡ ρ(r), òîãäà p ≡ p(r), à ïàðàìåòðû Ëàìå λ è µ åñòü ôóíêöèè âñåõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ â
ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò r, θ, ϕ.

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (??) â òåðìèíàõ ôóíêöèé a è c, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà (??), (??)

∂2~u

∂t2
= a2∆~u + (c2 − a2)∇div ~u +

(
∇(c2 − 2a2) + (c2 − 2a2)p′(r) er

)
div ~u +

+
(
∇a2 + a2p′(r) er

)
· (∇~u + ~u∇).

Ôóíêöèÿ σ â òåðìèíàõ ââåäåííûõ ôóíêöèé a2 è c2 çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

σr = (c2 − 2a2)ρ er div ~u + a2ρ er ·(∇~u + ~u∇).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè c2(r, θ, ϕ) è a2(r, θ, ϕ) ïðåäñòàâèìû â âèäå

a2(r, θ, ϕ) = a2
0 + a1(r, θ, ϕ), c2(r, θ, ϕ) = c2

0 + c1(r, θ, ϕ),

ãäå a2
0, c2

0 � íåêîòîðûå èçâåñòíûå êîíñòàíòû, à ôóíêöèè a1, c1 � íåèçâåñòíûå ôóíêöèè, ìàëûå ïî ñðàâíå-
íèþ ñ êîíñòàíòàìè a2

0 è c2
0, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ~u(t, r, θ, ϕ),

ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì ïðÿìîé çàäà÷è (??)�(??), ïðåäñòàâèìà â âèäå

~u(t, r, θ, ϕ) = ~u0(r, t) + ~u1(t, r, θ, ϕ).

Ïðè ýòîì èíôîðìàöèÿ î ðåøåíèè ïðÿìîé çàäà÷è (??)�(??) ïðåäñòàâèìà â âèäå

~h(t, θ, ϕ) = ~h0(t) + ~h1(t, θ, ϕ),

ãäå ~h0(t) åñòü ñëåä ôóíêöèè ~u0(t, r) ïðè r = r0, à ôóíêöèÿ ~h1(t, θ, ϕ) îïðåäåëåíà êàê ~u1|r=r0 = ~h1(t, θ, ϕ).
Çäåñü ôóíêöèÿ ~u0(t, r) åñòü ðåøåíèå çàäà÷è

∂2~u0

∂t2
= a2

0∆~u0 + (c2
0 − a2

0)∇div ~u0 + (c2
0 − 2a2

0)p
′(r) er div ~u0 + a2

0p
′(r) er ·(∇~u0 + ~u0∇),

(6)

~u0
∣∣
t<0

= 0, (7)

σ0
r

∣∣∣
r=r0

=
1√
4π

~lθ(t), (8)

~u0
∣∣∣
r=r0

= ~h0(t), (9)

ãäå

σ0
r = (c2

0 − 2a2
0)ρ(r) er div ~u0 + a2

0ρ(r) er ·(∇~u0 + ~u0∇).

Ôóíêöèÿ ~u1(t, r, θ, ϕ) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

∂2~u1

∂t2
= a2

0∆~u1 + (c2
0 − a2

0)∇div ~u1 + (c2
0 − 2a2

0)p
′(r) er div ~u1 + a2

0p
′(r) er ·(∇~u1 + ~u1∇) +

+a1∆~u0 + (c1 − a1)∇div ~u0 +
(
∇(c1 − 2a1) + (c1 − 2a1)p′(r) er

)
div ~u0 +

+
(
∇a1 · (∇~u0 + ~u0∇) + a1p

′(r) er

)
· (∇~u0 + ~u0∇), (10)
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~u1
∣∣
t<0

= 0, (11)
σ1

r

∣∣
r=r0

= 0. (12)
~u1

∣∣
r=r0

= ~h1(t, θ, ϕ). (13)

Çäåñü

σ1
r = (c2

0 − 2a2
0)ρ(r) er div ~u1 + a2

0ρ(r) er ·(∇~u1 + ~u1∇) +
+(c1 − 2a1)ρ(r) er div ~u0 + a1ρ(r) er ·(∇~u0 + ~u0∇).

Îáðàòíàÿ çàäà÷à 1. Ïóñòü T , r0, c0, a0 � çàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû; 0 < T < 2r0/c0.
Îïðåäåëèòü íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ p(r), âõîäÿùóþ â ðàâåíñòâà (??), (??), p(r) = ln ρ(r), åñëè îòíîñè-
òåëüíî ðåøåíèÿ ~u0(t, r, θ, ϕ) ïðÿìîé çàäà÷è (??)�(??), èçâåñòíà èíôîðìàöèÿ (??), ãäå ~h0(t) � çàäàííàÿ
ôóíêöèÿ ïðè t ∈ [0, T ].

Îáðàòíàÿ çàäà÷à 2. Ïóñòü T , r0, c0, a0 � çàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû; 0 < T < 2r0/c0.
Îïðåäåëèòü íåèçâåñòíûå ôóíêöèè a1(r, θ, ϕ) è c1(r, θ, ϕ), âõîäÿùèå â ðàâåíñòâà (??), (??), åñëè îò-
íîñèòåëüíî ðåøåíèÿ ~u1(t, r, θ, ϕ) ïðÿìîé çàäà÷è (??)�(??), èçâåñòíà èíôîðìàöèÿ (??), ãäå ~h1(t, θ, ϕ) �
çàäàííàÿ ôóíêöèÿ ïðè t ∈ [0, T ], ν(θ, ϕ) ∈ S2; ôóíêöèÿ p(r) ïðåäïîëàãàåòñÿ èçâåñòíîé; ôóíêöèÿ ~u0(t, r)
� èçâåñòíà è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïðÿìîé çàäà÷è (??)�(??).

Äîêàçàíû òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé îáðàòíûõ çàäà÷ 1 è 2.
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