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Большинство задач, с которыми сталкиваются инженеры, физики и специалисты в области прикладной математики, обнаруживают ряд существенных особенностей, которые не позволяют получать точные аналитические решения. Такими особенностями являются, например, нелинейности, изменяющиеся коэффициенты, границы сложной формы и нелинейные граничные условия на известных или, в некоторых случаях, неизвестных границах. Мало того, если даже точное решение задачи явно найдено, оно может оказаться бесполезным для математической и физической интерпретаций или численных расчетов. Примерами таких задач являются функции Бесселя большого порядка при больших значениях аргумента и двоякопериодические функции. Таким образом, для получения информации о решениях уравнений мы вынуждены прибегнуть к аппроксимациям, численным решениям или к сочетанию этих двух методов.

Среди приближенных методов прежде всего следует выделить асимптотические методы, целью которого является изучение важных для математиков-прикладников аналитических методов – методов возмущения по малому параметру и практическое владение этими методами.
В настоящее время  асимптотические методы для сингулярно-возмущенных задач имеют достаточно развитую теорию. По теории сингулярных возмущений имеется большое количество работ, принадлежащих Тихонову А.Н., Васильевой А.Б., Бутузову В.Ф. и другим исследователям [1]-[15]. Изучая сингулярно-возмущенные начальные задачи Тихонов А.Н., Васильева А.Б., Бутузов В.Ф. для собственного значения λ(t) использовали условие
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которого называли условием устойчивости начальной задачи.

В настоящей работе будет изложена теория асимптотического интегрирования краевой задачи для двух линейных обыкновенных сингулярно – возмущенных дифференциальных уравнений первого порядка с условием
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которого назовем расширенным условием устойчивости краевой задачи.

Пусть изучается система двух сингулярно-возмущенных обыкновенных дифференциальных уравнений 


Lεy(t,()((y((t,() – A(t)y(t,()= h(t)





(1)
с краевым условием


Gy(t,()(( y(0,(), y(1,()(= y0.






(2)
Для изучения задачи (1), (2) при достаточно малых ( потребуем выполнение следующих условий:

10. A(t)
[image: image3.wmf]Î

C∞([0,a],C2x2), h(t)
[image: image4.wmf]Î

C∞([0,a],C2).
20. Спектр {λ1(t), λ2(t)} матрицы A(t) удовлетворяет требованиям:

a) λ1(t)≡λ2(t)=λ(t)(0; b) 
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30. Матрица A(t) имеет жорданову цепочку векторов, т.е.

A(t)φ1(t)= λ(t)φ1(t), A(t)φ2(t)= λ(t)φ2(t)+φ1(t). 

40. Каноническая структура матрицы A(t), т.е. A(t)= λ(t)E+N(t), где N(t) - собственный нильпотент матрицы A(t), не меняется на отрезке [0,1];

Производные от собственного и присоединенного векторов φ1(t), φ2(t) разложим по базису φ1(t), φ2(t): 

φ´i (t)= 
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Будем требовать, чтобы для C21(t) выполнялось условие

50. 
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В настоящей работе, используя результаты работы [16-32], впервые изучается краевая задача с расширенным условием устойчивости и разрабатывается алгоритм асимптотического интегрирования краевой задачи (1), (2) в случае выполнения условий 10-50.

Для асимптотического интегрирования краевой задачи (1), (2), введем дополнительные независимые переменные по формулам:
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EMBED Equation.3[image: image10.wmf][
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(3)

где функции gk(t), k=1,2 определяется из итерационных уравнений. 

Введя обозначения τ=(τ1, τ2), ψ(t,ε)=(ψ1(t, ε), ψ2(t,ε)) и вместо искомого решения y(t,ε) задачи (1), (2) будем изучать новую “расширенную” функцию u(t, τ, ε) такую, что

u(t,ψ(t,ε),ε) ≡ y(t,ε) 
Для определения функции u(t, τ, ε) поставим следующую задачу
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(4)

при ε → 0. Так как задача (4) является регулярной по ε при ε→0, то естественно ее решение будем определять в виде ряда


u(t, τ, ε)= 
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(5)

с коэффициентами из пространства безрезонансных решений
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В пространстве безрезонансных решений U зададим следующие операторы
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(6)

Используем операторы (6) и расширенную задачу (4) перепишем в виде

L0u=
[image: image16.wmf]e

L1u+εu′- h(t),
u(0,0,()= y0.





(7)

Степенной ряд (5) подставим в задачу (7) и получим следующие итерационные задачи для определения коэффициентов us(t, τ) ряда (6):

L0u0 =-h(t),


u0(0,0)= y0,




(8)

L0u1 =L1u0 ,


u1(0,0)=0,




(9)

L0us=L1us-1+u′s-2,

us(0,0)=0, s=2,3,… .



(10)
Задачи (8)-(10) будем решать в пространстве безрезонансных решений U.


Пространство, сопряженное к пространству U, отождествим с пространством
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где φ*1(t), φ*2(t) - жорданов набор векторов сопряженной матрицы A*(t). Введем билинейное произведение элементов u(U на элементы v(U* по формуле


<u,ν>= 
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(11)
Для определения оператора, сопряженного к основному оператору L0 используем соотношения (11). Сопряженный оператор имеет вид


L*0≡A*(t)+λ(t) 
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базисными элементами ядра которого являются
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Рассмотрим итерационные задачи (8)-(10). Для этих задач справедливы следующие теоремы разрешимости 1 и 2.


Теорема 1.  Пусть в пространстве U дано уравнение

L0u=f(t,τ),








(12)

где L0 –основной оператор, определенный в (6), f(t,()(U и выполнены условия 10-40. Тогда для разрешимости уравнения (12) в пространстве U необходимо и достаточно, чтобы правая часть f(t,() была ортогональна (тождественно по t([0,1]) ядру сопряженного оператора L*0.


Теорема 2. Пусть в пространстве U дана задача

L0u1(t, τ)=0, Gu1(t, τ)=0,






(13)
где L0 – оператор, определенный в (6). Пусть выполнены условия 10-50 и функции gk(t), k=1,2, определяются из (3) тождественно по t([0,1].

Тогда:

1) существует общее решение системы уравнений

L0u2 =L1u1 , L0u3=L1u2+u’1,

2)если выполнены условия


<L1u3+u’2 , ν*k>≡0, k=1,2, Gu2(t, τ)=0,

то задача (13) имеет только нулевое решение.


На основании теорем 1, 2, последовательно решаются итерационные задачи (8)-(10). 

Сформулируем теорему об оценке остаточного члена:

Теорема 3. Пусть для краевой задачи (1), (2) выполнены условия 10-50 и решение задачи (7) определено в виде степенного ряда (5) из пространства U. Тогда сужение ряда (5) при ((((t,() и ((0 является асимптотическим рядом для решения краевой задачи (1), (2).

Пример

Пусть изучается краевая задача для сингулярно-возмущенного дифференциального уравнения 
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(14)

на отрезке t([0,π/2].

Определим собственные значения матрицы A(t) из уравнения
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Получаем, что собственное значение 
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Найдем собственный вектор 
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и присоединенный вектор 
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Найдем производные от собственного и присоединенного векторов: 
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Отсюда имеем, что 
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Введем новые независимые функции
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Обозначим в (15) через 
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Выделим две точки 
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Для определения функции 
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изучим задачу
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Задача (16),(17) является регулярной по ε и ее решение представимо в виде степенного ряда
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(18)

с коэффициентами из пространства безрезонансных решений.

Степенной ряд (18) подставим в задачу (16),(17) и, приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях малого параметра (, получаем задачи
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..

2

,

0

,

)

(

2

2

1

1

0

¥

=

=

¶

¶

+

¶

¶

=

-

=

-

å

s

Gu

t

u

u

t

g

u

L

s

s

k

k

s

k

s

t





(19)

где Gu=diag{1;0}u(M0)+diag{0;1}u(M1).

С помощью теорем 1,2 последовательно решив задачи (19) найдем главный член асимптотики 
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где
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Погранслойные функции
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для главного члена асимптотики (20) решения краевой задачи (14) не являются функциями экспоненциального типа.
Погранслойная функция 
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 является убывающей на промежутке t([0,π/4+δ), где δ=arcsin
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,

0

, достигает своего минимума при t=π/4+δ и возрастающей на промежутке t((π/4+δ,π/2].

Погранслойная функция 
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 является убывающей на промежутке t([0,π/4-δ), достигает своего минимума при t=π/4-δ  и возрастающей на промежутке t((π/4-δ,π/2].

Такие функции назовем погранслойными функциями “ковшеобразного типа”.
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