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Ââåäåíèå.

Îáðàòíûìè çàäà÷àìè â òåîðèè óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïðèíÿòî íàçûâàòü òàêèå çà-

äà÷è, â êîòîðûõ âìåñòå ñ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü òàêæå òîò

èëè èíîé êîýôôèöèåíò(û) ñàìîãî óðàâíåíèÿ, ëèáî æå ïðàâóþ ÷àñòü (âíåøíåå âîçäåéñòâèå), ëèáî æå

è êîýôôèöèåíò(û) è ïðàâóþ ÷àñòü. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíû îáðàòíûå çà-

äà÷è äëÿ óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî è ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïîâ; â èññëåäîâàíèå ðàçðåøèìîñòè òàêèõ

çàäà÷ ñóùåñòâåííûé âêëàä âíåñëè Ì.Ì. Ëàâðåíòüåâ, Â.Ã. Ðîìàíîâ, Þ.Å. Àíèêîíîâ, À.È. Ïðèëåïêî,

Þ.ß. Áåëîâ, Á.À. Áóáíîâ, Í.ß. Áåçíîùåíêî, Ã.Í. Åðîõèí, Ì.È. Èâàí÷îâ, Ñ.È. Êàáàíèõèí, À. Ëî-

ðåíöè, Äæ. Êýííîí, Ì. Êëèáàíîâ, Ì. ßìàìîòî. Çíà÷èòåëüíî ìåíåå èçó÷åííûìè ÿâëÿþòñÿ îáðàòíûå

çàäà÷è äëÿ ýëëèïòï÷åñêèõ óðàâíåíèé, è ñîâåðøåííî íå èçó÷åííûìè ïðåäñòàâëÿþòñÿ îáðàòíûå çàäà÷è

äëÿ íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé. ×àñòè÷íî âîñïîëíèòü ïîñëåäíèé ïðîáåë ìû è ïîïûòàåìñÿ â ðàìêàõ

íàñòîÿùåãî äîêëàäà.

I. Íåëèíåéíûå îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé ñîñòàâíîãî òèïà ñ íåèçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè

ïðîñòðàíñòâåííîãî òèïà.

1. Ïóñòü D åñòü èíòåðâàë (0, 1) îñè Ox, Q åñòü ïðÿìîóãîëüíèê {(x, t) : x ∈ D, 0 < t < T < +∞},
b(x), b0(x), ϕ0(t), ϕ1(t), u0(x), u1(x), v1(x) è K(t) ñóòü çàäàííûå ïðè x ∈ D, t ∈ [0, T ] ôóíêöèè, B åñòü

îïåðàòîð

Bu = b(x)uxx + b0(x)u.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à I1: íàéòè ôóíêöèè u(x, t) è q(x), ñâÿçàííûå â ïðÿìîóãîëüíèêå Q óðàâíåíèåì

ut − uxxt −Bu+ q(x)u = f(x, t), (1.1)

ïðè âûïîëíåíèè äëÿ ôóíêöèè u(x, t) óñëîâèé

u(x, 0) = u0(x), x ∈ D, (2.1)

u(0, t) = ϕ0(t), u(1, t) = ϕ1(t), 0 < t < T, (3.1)

u(x, T ) = u1(x), x ∈ D. (4.1)

Îáðàòíàÿ çàäà÷à II1: íàéòè ôóíêöèè u(x, t) è q(x), ñâÿçàííûå â ïðÿìîóãîëüíèêå Q óðàâíåíèåì

(1.1), ïðè âûïîëíåíèè äëÿ ôóíêöèè u(x, t) óñëîâèé (2.1) è (3.1), à òàêæå óñëîâèÿ

T∫
0

K(t)u(x, t) dt = v1(x), x ∈ D. (5.1)

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâà H0 è V0:

H0 = {v(x, t) : v(x, t) ∈ L∞(0, T ;W 2
2 (D)), vt(x, t) ∈ L∞(0, T ;W 2

2 (D))},
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V0 = {v(x, t) : v(x, t) ∈ H0, vt(x, t) ∈ H0}.

Íîðìû â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ îïðåäåëèì åñòåñòâåííûì îáðàçîì

‖v‖H0 = ‖v‖L∞(0,T ;W 2
2 (D)) + ‖vt‖L∞(0,T ;W 2

2 (D)), ‖v‖V0 = ‖v‖H0 + ‖vt‖H0 .

Ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ðàçðåøèìîñòè îáðàòíîé çàäà÷è I1 îñíîâàí íà ïåðåõîäå ê íåëèíåéíîìó íàãðó-

æåííîìó óðàâíåíèþ ñîñòàâíîãî òèïà

wt − wxxt −Bw + qw(x)(w + Φ) = f1(x, t),

qw(x) = h1(x) + h2(x)[wt(x, T )− wxxt(x, T )].

(Φ(x, t), f1(x, t), h1(x) è h2(x) � ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìûå âõîäíûìè äàííûìè çàäà÷è), äîêàçàòåëüñòâå

ðàçðåøèìîñòè ïåðâîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ íåãî è äàëåå � ïîñòðîåíèþ ïî íàéäåííîé ôóíêöèè

w(x, t) ðåøåíèÿ èñõîäíîé îáðàòíîé çàäà÷è. Ðåøåíèå {u(x, t), q(x)} îáðàòíîé çàäà÷è áóäåò òàêèì, ÷òî

âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ u(x, t) ∈ V0, q(x) ∈ L2(D).
Äîêàçàòåëüñòâî ðàçðåøèìîñòè îáðàòíîé çàäà÷è I2 ïðîâîäèòñÿ â öåëîì ïî òîé ñõåìå � âìåñòî èñõîä-

íîé îáðàòíîé çàäà÷è ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðâàÿ íà÷àëüíî�êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ íàãðóæåííîãî óðàâíåíèÿ

wt − wxxt −Bw + h3(x)w − ψ(x,w)(w + Φ) = f2(x, t),

ψ(x,w) =
K(T )
v1(x)

[w(x, T )− wxx(x, T )]− 1
v1(x)

T∫
0

K(t)[w(x, t)− wxx(x, t)] dx,

óñòàíàâëèâàåòñÿ åå ðàçðåøèìîñòü è äàëåå ñòðîèòñÿ ðåøåíèå èñõîäíîé îáðàòíîé çàäà÷è; äëÿ ðåøåíèÿ

{u(x, t), q(x)} îáðàòíîé çàäà÷è I âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ u(x, t) ∈ H0, q(x) ∈ L2(D).
2. Â ïðÿìîóãîëüíèêå Q ðàññìîòðèì îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ñ êðàòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè.

Ïóñòü a(x, t) åñòü çàäàííàÿ ïðè (x, t) ∈ Q ôóíêöèÿ, λ � çàäàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à II1: íàéòè ôóíêöèè u(x, t) è q(x), ñâÿçàííûå â ïðÿìîóãîëüíèêå Q óðàâíåíèåì

ut + uxxx − uxx + λu+ q(x)a(x, t)u = f(x, t), (1.2)

ïðè âûïîëíåíèè äëÿ ôóíêöèè u(x, t) óñëîâèé

u(x, 0) = u0(x), x ∈ D, (2.2)

u(0, t) = ϕ0(t), u(1, t) = ϕ1(t), ux(1, t) = ψ1(t), 0 < t < T, (3.2)

T∫
0

K(t)u(x, t) dt = v1(x). (4.2)

Îáðàòíàÿ çàäà÷à II2: íàéòè ôóíêöèè u(x, t) è q(x), ñâÿçàííûå â ïðÿìîóãîëüíèêå Q óðàâíåíèåì

(1.2), ïðè âûïîëíåíèè äëÿ ôóíêöèè u(x, t) óñëîâèé (2.2) è (3.2), à òàêæå óñëîâèÿ

u(x, T ) = u1(x), x ∈ D. (5.2)

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâà H, H1 è V :

H = W 3,1
2 (Q) ∩ L∞(0, T ;W 1

2 (D)),

H1 = W 6,1
2 (Q) ∩ L∞(0, T ;W 3

2 (D)),

V = {v(x, t) : v(x, t) ∈ H, vt(x, t) ∈ H}.
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Äëÿ îáðàòíîé çàäà÷è II1 äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ {u(x, t), q(x)} òàêîãî, ÷òî
u(x, t) ∈ H, q(x) ∈ L∞(D), q(x) ≥ 0. Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà îñíîâàí íà èññëåäîâàíèè ðàçðåøèìîñòè

êðàåâîé çàäà÷è äëÿ íåëèíåéíîãî íàãðóæåííîãî óðàâíåíèÿ

wt + wxxx − wxx + λw + q(x,w)(w + U) = f1(x, t), (6.2)

w(x, 0) = u0(x), x ∈ D, (7.2)

w(0, t) = w(1, t) = wx(1, t) = 0, 0 < t < T, (8.2)

q(x,w) =
F (x)− ψ(x,w)
a0 − ϕ(x,w)

,

ϕ(x,w) =

T∫
0

at(x, t)

 T∫
0

K(τ)w(x, τ) dτ

 dt,

ψ(x,w) = K(T )w(x, T )−
T∫

0

K ′(t)w(x, t) dt,

F (x) =

T∫
0

K(t)f(x, t) dt−K(T )U(x, T ) +

T∫
0

K ′(t)U(x, t) dt+

+K(0)u0(x)− u1xxx(x) + v1xx(x)− λv1(x)

(u0(x), f1(x, t), U(x, t) è a0 îïðåäåëÿþòñÿ âõîäíûìè äàííûìè çàäà÷è) è ïîñòðîåíèè äàëåå ñ ïîìîùüþ

ôóíêöèè w(x, t) ðåøåíèÿ èñõîäíîé îáðàòíîé çàäà÷è.
Â ñâîþ î÷åðåäü, ïðè äîêàçàòåëüñòâå ðàçðåøèìîñòè êðàåâîé çàäà÷è (6.2)�(8.2) èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä

ðåãóëÿðèçàöèè (óðàâíåíèå (6.2) ðåãóëÿðèçóåòñÿ óðàâíåíèåì øåñòîãî ïîðÿäêà). Äëÿ ðåãóëÿðèçîâàííî-

ãî óðàâíåíèÿ ðàçðåøèìîñòü óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Øàóäåðà; ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïî

ïàðàìåòðó ðåãóëÿðèçàöèè äàåò ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (6.2)�(8.2).

Ðàçðåøèìîñòü îáðàòíîé çàäà÷è II2 óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè äîïîëíèòåëüíîì îãðàíè÷åíèè

u0(x) ≡ 0;

ñõåìà æå äîêàçàòåëüñòâà îñòàåòñÿ ïðåæíåé. Ðåøåíèå {u(x, t), q(x)} îáðàòíîé çàäà÷è II2 áóäåò òàêèì,

÷òî u(x, t) ∈ V , q(x) ∈ L∞(D), q(x) ≥ 0.
II. Íåëèíåéíûå îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé ñîñòàâíîãî òèïà ñ íåèçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè

âðåìåííîãî òèïà.

3. Ðàññìîòðèì îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ñ êðàòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ñ íåèçâåñòíûì êîýô-

ôèöèåíòîì, çàâèñÿùèì îò âðåìåíè. Ïóñòü òåïåðü ôóíêöèÿ K çàâèñèò è îò x è îò t, µ(t) åñòü çàäàííàÿ
íà [0, T ] ôóíêöèÿ.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à III1: íàéòè ôóíêöèè u(x, t) è q(t), ñâÿçàííûå â ïðÿìîóãîëüíèêå Q óðàâíåíèåì

ut + uxxx + λu+ q(t)a(x, t)u = f(x, t), (1.3)

ïðè âûïîëíåíèè äëÿ ôóíêöèè u(x, t) óñëîâèé

u(x, 0) = u0(x), x ∈ D, (2.3)

u(0, t) = u(1, t) = ux(1, t) = 0, 0 < t < T, (3.3)

à òàêæå óñëîâèÿ
1∫

0

K(x, t)u(x, t) dx = µ(t), 0 < t < T. (4.3)
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Îáðàòíàÿ çàäà÷à III2: íàéòè ôóíêöèè u(x, t) è q(t), ñâÿçàííûå â ïðÿìîóãîëüíèêå Q óðàâíåíèåì

q(t)ut + uxxx + a(x, t)u = f(x, t), (5.3)

ïðè âûïîëíåíèè äëÿ ôóíêöèè u(x, t) óñëîâèé (2.3)�(4.3).

Ðàçðåøèìîñòü îáðàòíûõ çàäà÷ III1 è III2 óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïåðåõîäà ê ïðÿìîé êðàåâîé

çàäà÷å äëÿ íåëèíåéíîãî íàãðóæåííîãî óðàâíåíèÿ; ïðè èññëåäîâàíèè ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ

íàãðóæåííûõ óðàâíåíèé èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè è òåîðåìà Øàóäåðà.

4. Ïóñòü D åñòü îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà Rn ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ, Q åñòü öèëèíäð

D × (0, T ), 0 < T < +∞, aij(x), bij(x), i, j = 1, . . . , n, a0(x), b0(x), u0(x), µ(t) åñòü çàäàííûå ïðè x ∈ D,
t ∈ [0, T ] ôóíêöèè, A è B åñòü îïåðàòîðû

Au =
∂

∂xi

(
aij(x)uxj

)
+ a0(x)u,

Bu =
∂

∂xi

(
bij(x)uxj

)
+ b0(x)u.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à IV1: íàéòè ôóíêöèè u(x, t) è q(t), ñâÿçàííûå â öèëèíäðå Q óðàâíåíèåì

ut −Aut −Bu+ q(t)u = f(x, t), (1.4)

ïðè âûïîëíåíèè äëÿ ôóíêöèè u(x, t) óñëîâèé

u(x, 0) = u0(x), x ∈ D, (2.4)

u(x, t)|Γ×(0,T ) = 0, (3.4)

à òàêæå óñëîâèÿ ∫
D

K(x, t)u(x, t) dx = µ(t), 0 < t < T. (4.4)

Ðàçðåøèìîñòü îáðàòíîé çàäà÷è (1.4)�(4.4) ñâÿçàíà ñ ðàçðåøèìîñòüþ ñëåäóþùåé ïðÿìîé êðàåâîé

çàäà÷è äëÿ íàãðóæåííîãî óðàâíåíèÿ

ut −Aut −Bu+ q(t, u)u = f(x, t),

u(x, 0) = u0(x), x ∈ D,

u(x, t)|Γ×(0,T ) = 0,

q(t, u) =
1
µ(t)

[
∫
D

K(x, t)f(x, t) dx− µ′(t) +
∫
D

Kt(x, t)u(x, t) dx−

−
∫
D

aij(x)Kxi(x, t)uxjt dx−
∫
Γ

K(x, t)aij(x)uxjt(x, t)νi ds−

−
∫
D

bij(x)Kxi(x, t)uxj (x, t) dx−
∫
Γ

K(x, t)bij(x)uxj (x, t)νi ds].

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà æå ðàçðåøèìîñòè äàííîé êðàåâîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè �

èìåííî, ðàññìàòðèâàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ñ ïîëîæèòåëüíûì ïàðàìåòðîì ε
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ut −Aut −Bu+ q(t, u)u+ εA2pu = f(x, t),

u(x, 0) = u0(x), x ∈ D,

u(x, t)|Γ×(0,T ) = Au(x, t)|Γ×(0,T ) = . . . = Apu(x, t)|Γ×(0,T ) = 0.

Çäåñü p � íàòóðàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî 4p > n. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Øàóäåðà, ìû óñòàíàâëèâàåì

ðàçðåøèìîñòü äàííîé çàäà÷è. Äàëåå ñ ïîìîùüþ àïðèîðíûõ îöåíîê îñóùåñòâëÿåì ïðåäåëüíûé ïåðåõîä

ïðè ε → 0. Íàêîíåö, ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ u(x, t) ïðÿìîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ íàãðóæåííîãî óðàâíåíèÿ

ñòðîèì ðåøåíèå èñõîäíîé îáðàòíîé çàäà÷è.

5. Ñëåäóþùèìè ïðèìåðàìè íåëèíåéíûõ îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñîñòàâíîãî òèïà ÿâëÿþòñÿ:

çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ u(x, t) è êîýôôèöèåíòà q(t), ñâÿçàííûõ óðàâíåíèåì

utt −Aut −Bu+ q(t)ut = f(x, t), (5.4)

ïðè âûïîëíåíèè äëÿ ôóíêöèè u(x, t) óñëîâèé

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ D, (6.4)

u(x, t)|Γ×(0,T ) = 0, (7.4)∫
D

K(x, t)u(x, t) dx = µ(t); (8.4)

çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ u(x, t) è êîýôôèöèåíòà q(t), ñâÿçàííûõ óðàâíåíèåì

utt −Aut −Bu+ q(t)u = f(x, t), (9.4)

ïðè âûïîëíåíèè äëÿ ôóíêöèè u(x, t) óñëîâèé (6.4)�(8.4).

Äëÿ äàííûõ çàäà÷ äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé, íî ïðè ýòîì äëÿ

çàäà÷è (9.4), (6.4)�(8.4) ïîÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèå T < T ∗ ñ ÷èñëîì T ∗, îïðåäåëÿþùèìñÿ âõîäíûìè

äàííûìè çàäà÷è.
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