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Рассматривается система

t∫

0

m∑

j=1

Ki j(t, s)
(

xj(s) +
m∑

s=1

aj sxj(αs) + gj(slx(s), s)
)

ds = fi(t), i = 1, ..,m, (1)

где матрица K и вектор-функции g, f – аналитические в окрестности нуля, причем

K(t, s) =
n∑

i=0

Kn
n−it

n−isi + O((|t|+ |s|)n+1), detKn
n−i 6= 0, i = 0, 1, . . . , n.

gj(slx(s), s) = gj(slijx1(s), ..., slmjxm(s), s), min
ij

li j = l.

Рассматривается случай, когда l > n. Строятся обобщенные решения с точечным носителем в сингу-
лярной части вида

x(t) = c0δ(t) + c1δ
(1)(t) + . . . + cnδ(n)(t) + u(t), (2)

где δ(t) – функция Дирака,c0, ..., cn – постоянные векторы из Rm, u(t) – регулярная вектор-функция.
Доказаны теоремы существования непрерывных и обобщенных решений (2) систем нелинейных ин-
тегральных уравнений Вольтерры первого рода (1). В первых двух теоремах продполагается, что в
уравнении (1) нет возмущения аргумента, то есть матрица A = ||aj s|| ≡ 0. В теоремах 1, 2, 3 u(t) - ана-
литическая в окрестности точки t = 0, в теореме 4 функция u(t) строится в виде логарифмо-степенного
ряда.

Совокупность всех бесконечно дифференцируемых финитных функций с носителями в окрестности
(−ρ, ρ) обозначим через D(−ρ,ρ). Множество линейных непрерывных функционалов, определенных на
D(−ρ,ρ), обозначим через D′

(−ρ,ρ), а подмножество его элементов вида (2) с сингулярностью n-го поряд-
ка с носителем в нуле – через D′

n(−ρ,ρ). Таким образом, искомое решение (2) уравнения (1) строится
в классе D′

n(−ρ,ρ) и удовлетворяет уравнению (1) в смысле теории распределений Соболева–Шварца.
Сразу отметим, что при n < l ∀x ∈ D′

n(−ρ,ρ) произведение tlx = tlu(t) является регулярной функци-
ей, что решает для уравнения (1) при l > n проблему нелинейных операций с такими обобщенными
функциями.

Так как в пространстве D′ при i, j = 0, 1, . . . , n, k ≥ n справедливы тождества

tk−iΘ ∗ siδ(j)(s) = (−1)jj!tk−jδij ,
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где Θ – функция Хевисайда, δij – символ Кронекера, то имеет место равенство

t∫

0

∞∑

k=n

k∑

i=0

Kk
k−it

k−isi(c0δ(s) + . . . + cnδ(n)(s)) ds =
n∑

j=0

(−1)jj!
∞∑

k=n

Kk
k−jt

k−jcj .

Заметим, что
n∑

j=0

(−1)j ∂jK(t, s)
∂sj

∣∣∣∣
s=0

=
n∑

j=0

(−1)jj!
∞∑

k=n

Kk
k−jt

k−j .

Поэтому элемент x ∈ D′
n(−ρ,ρ) может быть решением уравнения (1) только тогда, когда регулярная

составляющая из представления (2) удовлетворяет уравнению

t∫

0

K(t, s)(u(s) + g(slu(s), s)) ds = r(t, c0, . . . , cn),

где

r(t, c0, . . . , cn) = f(t)−
n∑

j=0

(−1)j ∂jK(t, 0)
∂sj

cj .

Определим постоянные векторы c0, . . . , cn из системы линейных алгебраических уравнений

r
(i)
t (0, c0, . . . , cn) = 0, i = 0, . . . , n (3)

с нижней блочно-треугольной матрицей с невырожденными матрицами на диагонали. Поэтому посто-
янные векторы cn, . . . , c0 определяются последовательно и единственным образом.

Теорема 1. Пусть l > n,

det
( n∑

i=0

Kn
n−i

1
i + j

)
6= 0, j = 1, 2, . . . , detKn

n−i 6= 0, i = 0, 1, . . . , n,

det
( n∑

i=0

Kn
n−i

)
6= 0.

Тогда система (1) в классе D′
n(−ρ̃, ρ̃) имеет единственное решение (2), где постоянные c0, . . . , cn

определяются единственнм образом из системы линейных алгебраических уравнений, непрерывная
вектор-функция u(t) строится методом последовательных приближений.

Теорема 2. Пусть в условиях теоремы 1
∑n

i=0 Kn
n−i = 0 и при этом

∂iK(t, s)
∂ti

∣∣∣∣
s=t

= 0, i = 0, 1, . . . , r − 1,
∂rK(t, s)

∂tr

∣∣∣∣
s=t

= O(tn−r), r ≤ n.

Тогда утверждения теоремы 1 остаются справедливыми.

Лемма 1. Пусть коэффициенты ядра Kij(t, s) удовлетворяют условиям теоремы 1, функции fi(t)
являются аналитическими в некоторой окрестности нуля, тогда вектор-функция

ω(t) = c0δ(t) + c1δ
(1)(t) + ... + cnδ(n)(t) + p(t)
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удовлетворяет системе первых m уравнений системы




t∫
0

m∑
j=1

Kij(t, s)ωj(s)ds = fi(t), i = 1,m

xj(t) +
m∑

s=1
ajsxs(αt) + gj(tlx(t), t) = ωj(t), j = 1, m.

где векторы констант c0, ... , cn определяются из системы (3), вектор-функция p(t) - единственное
регулярное решение уравнения

t∫

0

K(t, s)p(s)ds = r(t, c0, . . . , cn).

Теорема 3. Пусть выполнены условия леммы 1, матрица A 6= 0, 0 < |α| < 1 и

det
(

Em +
1

αi|α|A
)
6= 0, i = 0, 1, ..., n, (4)

det
(

Em + αjA

)
6= 0, j = 0, 1, 2, .... (5)

Тогда уравнение (1) имеет обобщенное решение

x(t) =
(

Em +
1

α0|α|A
)−1

c0δ(t) + ... +
(

Em +
1

αn|α|A
)−1

cnδ(n)(t) + u(t), (6)

где векторы констант c0, ... , cn определяются из системы (3), регулярная вектор-функция u(t) яв-
ляется аналитической в окрестности нуля.

Рассмотрим случай, когда условие (5) не выполняется при j = k. Введем обозначение C(i)
4
=(Em +

αiA). Пусть
det(C(k)) = 0,
det(C(j)) 6= 0, j = 0, 1, ..., k − 1, k + 1, ...

(7)

размерность ядра dimN(C(k)) = d и матрица C(k) имеет полный (−A)-жорданов набор {ϕ(j)
i }, i =

1, d, j = 1, pi, т.е выполняются равенства

C(k)ϕ(1)
i = 0, i = 1, d;C(k)ϕ(j)

i = (−A)ϕ(j−1)
i , i = 1, d, j = 2, pi,

det|| < (−A)ϕ(pi)
i , ψk > || 6= 0, i, k = 1, d (8)

где векторы ψj j = 1, d - элементы базиса пространства нулей матрицы C(k)T , числа pi, i = 1, d cуть
длины цепочек (−A)-присоединенных элементов.

Теорема 4. Пусть выполнены условия леммы 1, матрица A 6= 0, 0 < |α| < 1, выполнены усло-
вия (4), а также (7) и (8). Тогда система (1) имеет решение вида (6), где точка t = 0 является
логарифмической особой точкой регулярной составляющей u(t),

u(t) = uN (t) + tNv(t), v(0) = 0,
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причем

uN (t) =
k−1∑

i=0

uit
i + tk(ukp lnp |t|+ ... + uk1 ln |t|+ uk0) +

N∑

i=k+1

ti
zi∑

j=0

uij lnj |t|,

где p = max pi, zi - определенные натуральные числа. При этом d координат векторного коэффици-
ента uk0 останутся свободными параметрами в соответствующем решении системы (1), функция
v(t) строится методом последовательных приближений.

Доказательства теорем 1, 2, 3 и 4 используют принцип сжатых отображений в сочетании с мето-
дом неопределенных коэффициентов для построения начальных приближений. Детали приведены в
работе [1].
Замечания.
1. Если A - самосопряженная матрица, то p1 = . . . pd = 1.
2. Всегда найдутся базисы {φi}, {ψi}, для которых будут выполнены условие (8).
3. Если в Теореме 4 C(ki) = 0, i = 1, ..., s., s ≥ 2, то регулярную составляющую u(t) решения 6 тоже
можно построить в виде логарифма степенного ряда, но процесс построения существенно усложняется.
Пример. Рассмотрим систему уравнений

t∫

0

(t2 + ts− 2s2)(x1(s) + s5x2
2(s)) ds = 1 + t.

t∫

0

(t2 + ts− 2s2)(x2(s) + s6x1(s)x2(s)) ds = 2 + t2 +
5
6
t3.

t∫

0

(t2 + ts− 2s2)(x3(s) + s5x3(s)x2(s)) ds = 3 + t + t2 + t3.

Здесь выполнены условия теоремы 2 при n = 2, l = 5/2, p = 1. В классе D′ существует решение

x1(t) = δ(t)− δ(1)(t)− 1
14

t5 + O(t6),

x2(t) = 2δ(t)− 1
4
δ(2)(t) + 1 + O(t),

x3(t) = 3δ(t)− δ(1)(t)− 1
4
δ(2)(t) +

6
5

+ O(t).
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