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Ñèñòåìà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ïî âðåìåíè ïîëåé çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

rotH =
4πσ − iωε

c
E +

4π

c
j,

rotE =
iωµ

c
H,

ãäå E, H � âåêòîðû íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëÿ, j = j(x) � ïëîòíîñòü âíåøíèõ
òîêîâ, ε, µ � äèýëåêòðè÷åñêàÿ è ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü, σ � ïðîâîäèìîñòü ñðåäû, ω � ÷àñòîòà
êîëåáàíèé.

Â ñëó÷àå, êîãäà ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû ñðåäû è âíåøíèé òîê íå çàâèñÿò îò îäíîé èç
êîîðäèíàò, ñèñòåìà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ïðèâîäèòñÿ ê äâóì óðàâíåíèÿì Ãåëüìãîëüöà íà ïëîñêîñòè
îòíîñèòåëüíî òåõ êîìïîíåíò ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëÿ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ýòîé êîîðäèíàòå,
à îñòàëüíûå êîìïîíåíòû íàõîäÿòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì.

Â ñëó÷àå, êîãäà õàðàêòåðèñòèêè ïîëÿ èçìåðÿþòñÿ èëè çàäàþòñÿ âíåøíèì òîêîì òîëüêî íà ÷àñòè
ãðàíèöû èññëåäóåìîé îáëàñòè, äëÿ íàõîæäåíèÿ âåêòîðîâ E, H âíóòðè îáëàñòè òðåáóåòñÿ ðåøèòü çàäà÷ó
Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà.

Ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è äàåòñÿ ôîðìóëîé òèïà Êàðëåìàíà. Â ðàáîòå äàííàÿ ôîðìóëà ïîëó÷åíà
äëÿ áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà â êàíîíè÷åñêîì âèäå, ïðè ýòîì
èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä, ïðåäëîæåííûé â [1] Ã. Ì. Ãîëóçèíûì è Â. È. Êðûëîâûì, ïîçâîëÿþùèé íàéòè
ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíîé ôóíêöèè ñî ñïåöèàëüíûìè ñâîéñòâàìè íà ãðàíèöå îáëàñòè.

Ïóñòü Ω ⊂ C � îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé êëàññà C1
α, 0 < α < 1, M ⊂ ∂Ω �

ó÷àñòîê ãðàíèöû, ñîñòîÿùèé èç îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ äóã.
Äëÿ ôóíêöèè u(x, y) ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Êîøè:

∆u(x, y) + a1(x, y)ux(x, y) + a2(x, y)uy(x, y) + a0(x, y)u(x, y) = 0, (x, y) ∈ Ω, (1)

u(x, y)|M = u0(x, y),

∂

∂ν
u(x, y)|M = u1(x, y),

ãäå êîýôôèöèåíòû a0(x, y) ∈ C(Ω), a1(x, y), a2(x, y) ∈ C1(Ω), äàííûå Êîøè u0(x, y) ∈ C1(M), u1(x, y) ∈
C(M), è ν = (ν1, ν2) � âåêòîð åäèíè÷íîé âíåøíåé íîðìàëè.
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Èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

z = x + iy, u(z) = u(x, y), dη = dη1dη2,

2∂̄ = ∂x + i∂y, 2∂ = ∂x − i∂y,

P(A)(ζ) = − 1
π

∫

Ω

A(η)
η − ζ

dη, P(A)(ζ) = − 1
π

∫

Ω

A(η)
η̄ − ζ̄

dη,

D =
(

2∂̄ 0
0 2∂

)
, Q =

(
0 q12

q21 0

)
,

óðàâíåíèå (1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà.
Ëåììà 1. Ïóñòü A(z) = a1(z)− ia2(z),

u1(z) = e
1
4
PĀu(z), u2(z) = e

1
4
PA(2∂̄u(z) +

1
2
Ā(z)u(z)),

è
q12 = −e

1
4
(PĀ−PA), q21 = −e

1
4
(PA−PĀ)(∂Ā(z) +

1
4
|A(z)|2 − a0(z)),

Òîãäà óðàâíåíèå (1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñèñòåìû äëÿ âåêòîð-ôóíêöèè u(z) = (u1(z), u2(z)) :

Lu = (D + Q)u = 0.

Ïðè âûâîäå ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìóëû Êàðëåìàíà èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ëåììà 2. Åñëè g = (g1, g2) ∈ Lp(Ω), p > 1, q12, q21 ∈ C(Ω), òî ìîæíî óêàçàòü ÷èñëî τ0, òàêîå

÷òî ïðè τ > τ0 ñóùåñòâóåò ðåøåíèå w = (w1, w2) ñèñòåìû

2∂̄w1(ζ)− q21e
−iτχ(ζ)w2(ζ) = g1(ζ),

2∂w2(ζ)− q12e
iτχ(ζ)w1(ζ) = g2(ζ),

ãäå χ(ζ) - ìíèìàÿ ÷àñòü íåêîòîðîé àíàëèòè÷åñêîé â Ω ôóíêöèè, è τ - âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Ïðè ýòîì
äëÿ ýòîãî ðåøåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

||w||Lp(Ω) ≤ C||g||Lp(Ω),

ãäå êîíñòàíòà C íå çàâèñèò îò τ .
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

w1(ζ)− 1
2
P(q21e

−iτχw2) =
1
2
Pg1,

w2(ζ)− 1
2
P̄(q12e

iτχw1) =
1
2
P̄g2,

ïðè ýòîì,
w2(ζ)− 1

4
P̄(q12e

iτχP(q21e
−iτχw2)) =

1
4
P̄(q12e

iτχPg1) +
1
2
P̄g2,

èëè
w2 + S(w2) = g.

Â ñèëó ñâîéñòâ èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà Êîøè, äîêàçàííûõ â [ 2 ], îïåðàòîð

Sw = −1
4
P̄(q12e

iτχP(q21e
−iτχ w))
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ÿâëÿåòñÿ âïîëíå íåïðåðûâíûì â Lp(Ω), p > 1, a ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ

g =
1
4
P̄(q12e

iτχPg1) +
1
2
P̄g2 ∈ Lp(Ω).

Èñïîëüçóÿ äèôôåðåíöèàëüíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà P, äîêàçàííûå òàêæå â [ 2 ], ïîêàçûâàåòñÿ ÷òî,
ïðè τ áîëüøåì íåêîòîðîãî τ0 îïåðàòîð S ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì.

Îñíîâíîé ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñôîðìóëèðîâàí â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü ϕ(ζ) � àíàëèòè÷åñêàÿ â Ω ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî

Reϕ(ζ) =
{

1, ζ ∈ M ;
0, ζ ∈ ∂Ω \M.

Ìàòðèöà Φ(ζ) =
(

eτϕ(ζ) 0
0 eτϕ̄(ζ)

)
, è âåêòîð-ôóíêöèÿ v =

(−2∂̄E(ζ − z)
0

)
, ãäå E(z) = − 1

2π lnr,

L] = D∗ + (Φ∗)−1(D∗Φ∗) + (Φ∗)−1Q∗Φ∗, g =
(

0
−q̄12e

τ(ϕ̄(ζ)−ϕ(ζ)) 2∂̄E(ζ − z)

)
.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî τ0 òàêîå, ÷òî ïðè τ ≥ τ0, íàéäåòñÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ w ∈ W 1
p (Ω), 1 < p < 2,

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû L]w = g, è äëÿ ëþáîãî z ∈ Ω èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

u(z) = e−
1
4
PĀ lim

τ→∞

∫

M
e−τϕ(z) < Φu, (ν1I − iν2J)(w − v) > ds,

ãäå J =
(

1 0
0 −1

)
, è âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

∀ ε > 0 |u(z)| ≤ εl(u) + C(ε)||u||C1(M),

ãäå
l(u) = ||u||C1(∂Ω\M),

C(ε) = ε1−1/ψ(z)(ψ(z)/C0)−1/ψ(z), ψ(z) = Re ϕ(z),

à C0 � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò ||E(ζ − z)||C1(∂Ω), |∂Ω|, ||A||C(Ω), ||∂E||Lp(Ω).
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