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Одновременно рассматриваются следующие системы нелинейных интегро-дифференциальных уравнений вида 
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+ F(t, v(t,()) =  f(t),  t ( [to,T],               (2)

с начальным условием

     v(t0 , ( ) = u(t0 ),                                                             (3)

где  A(t), B(t) – известные  (n ( n) – матричные функции, F(t, u), K(t, s, u) и   f(t) – известные  n-мерные вектор-функции,  u(t) и  v(t, ( )- искомые  n –мерные вектор-функции,  0 < ( - малый параметр,  

det A(to ) = 0,  F(t,0) = 0  при t ( [to,T],  n – мерная вектор-функция K(t, s, u) в области  G( Rn  удовлетворяет условию Каратеодори [1] и  K(t, s, 0) = 0  при (t, s) ( G = {(t, s): to < s < t < T}.  
Различные вопросы для вырождающихся дифференциальных и интегро-дифференциальных уравнений исследовались в [7-9 ]. Системы интегральных уравнений Вольтерра первого и третьего рода рассматривались в [2-6 ]. В частности, в [6] для систем вырождающихся дифференциальных уравнений доказано существование обобщенного решения. В [2 ]  для скалярных линейных интегральных уравнений Вольтерра  I и III рода с гладкими ядрами доказано существование многопараметрического семейства решений. Здесь при исследовании вопросов регуляризации и единственности решений системы (1) допускается, что  det A(t) и  det B(t) могут обращаться в нуль на  [to,T] . 

Введем обозначения:

1) (. , .(  - скалярное произведение в  R n, ||A|| , || u|| - нормы соответственно для (n ( n) - матрицы  A   и  

n – мерного вектора  u, т.е. для любых 

u = (u1 ,…, un ), v = (v1,…,vn ) ( Rn       (u, v( = u1 v1+ …+ un vn ,   ||u|| = 
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[to,T]- пространство  n- мерных векторов с элементами из  C1 [to,T];  

3) Cn [to,T]- пространство   n- мерных векторов с элементами из  C[to,T], ||(||c – норма в пространстве  Cn [to,T], т.е. для любого  u(t)( Cn [to,T], 
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 4) (i(t) (i = 1,2,…,n) – собственные значения матрицы  
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[A(t) + A((t)], где  A((t) -  сопряженная матрица к матрице  A(t);

5) (i (t) (i = 1,2,…,n) - собственные значения  матрицы  
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[B(t) + B((t)]; 

6) (i (t) (i = 1,2,…,n) - собственные значения матрицы  
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Потребуем  выполнения следующих условий:
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2. для любых  (t, u1), (t, u2) ( [to,T] ( Rn и (t, s, u1), (t ,s, u2) ( G ( Rn справедливы оценки:

||F(t, u1) - F(t, u2)|| ( co a(t)|| u1 -  u2||,

||K(t,s, u1) - K(t,s, u2)|| ( c1 ((t)l(s)|| u1 -  u2||,

где  co и  c1 – неотрицательные постоянные,  l(t) – неотрицательная функция из  
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ЛЕММА 1. Пусть выполняется условие 1. Тогда: 

1) для любого ( >0  и для любого  t ( [to,T] матрица ( In + A(t)  имеет обратную матрицу  (( In + A(t))-1. При этом
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2) для любого ( >0  и для любого  u ( Rn  справедлива оценка
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СХЕМА ДОКАЗАТЕЛЬСТВА.  Доказательство оценки (4) опирается на тождестве

||(( In + A(t))u||2 = ( 2 || u||2+ 2( (
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Доказательство оценки (5) основывается на тождестве 
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[B(t)A((t) +A (t)B((t)]v,v(, t ( [to,T].

ЛЕММА 2. Пусть выполняется условие 1. Тогда для матричной функции Коши  X(t,s,() системы
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В силу леммы 1 для любого  u ( Rn , имеем   
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Отсюда, интегрируя от  s до  t, получим оценку (6). Лемма 2 доказана.


ЛЕММА 3.  Пусть  ||A(t)||, || B(t)||  и  ||f(t)|| - непрерывные функции в [to,T],  ||F(t,u)|| - непрерывная функция в  [to,T](Rn , detB(to)( 0,  u(t) ( 
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 [to,T] является решением системы (1), для любого u(t) ( 
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[to,T] ,  существует  t( ( [to,T] такое,  что  ||A(t)|| ( ( a(t)  при  t([to,t(] и ||F(t,u)|| ( сo a(t)|| u||  при (t, u) ([to,t( ]( Rn,  где (  и  сo – известные положительные постоянные,  a(t) – неотрицательная непрерывная функция в  [to,T]  и  a(to)= 0. Тогда  u(to)=B-1(to)f(to), где  B-1(to) является обратной матрицей для  B(to).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.  В системе (1) переходя к пределу при  t( to имеем B(to) u(to)= f(to). Лемма 3 доказана.

ТЕОРЕМА. Пусть выполняются условия 1, 2. Тогда:

1) для любого  ( > 0  и   f(t)( Cn [to,T] задача Коши (2)-(3) имеет единственное решение  v(t,() из пространства 
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 [to,T]. При этом решение v(t,() непрерывно зависит от правой части  f(t) и от начального значения  v(to,() , то есть, если элементы из v1 (t,() и  v2 (t,() , принадлежащие пространству 
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 [to,T], являются решениями задачи Коши (2)-(3) соответственно при   f(t) = f1 (t), u(to) = u1(to)   и 

 f(t) = f2 (t), u(to) = u2(to), то справедлива оценка
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где
c2 = exp 
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2) если система (1) имеет решение  u(t) ( 
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[to,T]  и  || u( (t)|| (   c3 [((t)+ a(t)] при  t ( [to,T], где 0 < c3 – известная постоянная, то решение  v(t,() задачи Коши (2)-(3) при  ( ( 0  сходится по норме  Cn [to,T]  к  u(t). При этом

||v(t,() – u(t)||c ( c4 ( ,                                              (9)

где  c4 = c2 c3( T - to +
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО: 1) Используя матричную функцию  X(t,s,() системы (6), из (2)-(3) имеем

v(t,() = - 
[image: image36.wmf]ò

t

t

o

t

X

)

,

,

(

e

t

((( In + A(())-1
[image: image37.wmf]ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

+

ò

t

e

t

t

e

t

o

t

v

F

ds

s

v

s

K

))

,

(

,

(

))

,

(

,

,

(

d( + ( (t,(),     (10)

где
( (t,() = X(t, to ,() u(to) + 
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Применяя формулу Дирихле, из (10) получим

v(t,() = M[v] + ( (t,(),                                                       (12)

где
M[v] = - 
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Для решения системы интегральных уравнений (12) применим метод последовательных приближений   
v0 (t,() = ( (t,() ,     vp (t,() =  M[vp-1 ]+ ( (t,(),  p( N.                                    (14)

Составим сумму

v (t,() = v0 (t,() + 
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Оценим члены ряда (15). Учитывая леммы 1, 2 и условия теоремы из (11), (12), (13) имеем
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Из (13) и (14) для любого  p( N,  p ( 2 имеем

||vp (t,() - vp-1(t,()|| ( 
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В силу (16), (17) и методом математической индукции из (18) для любого  p( N, получим
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Тогда в силу (16) и (19) вытекает, что сходящийся числовой ряд

[||u(to)|| + 
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является можарирующим рядом для функционального ряда (15). Поэтому этот ряд (15) равномерно сходится к вектор-функции  v(t,() из простраснтва 
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 [to,T]. Ясно, что  v(t,() является решением системы (12). Тогда из (6), (11), (12) и (13) следует, что  v(t,() ( 
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 [to,T] и  является решением задачи Коши (2)-(3).

Теперь докажем оценку (8). Пусть  v1 (t,()  и  v2 (t,() являются решениями задачи Коши (2)-(3) из пространства 
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 [to,T] соответственно при  f(t)= f1 (t) u(to)= u1(to)   и  f(t)= f2 (t), u(to) = u2(to). Тогда  v(t,() = vi (t,()  являются решениями системы (12) при  ( (t,() = (i (t,(), где

(i (t,() = X(t, to ,() ui (to) + 
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В этом случае в силу (12), (13) и (21) для любого  t ( [to,T]  получим

||v1 (t ,() - v2 (t ,()|| ( 
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Учитывая неравенство Гронуолла-Беллмана из (22) получим оценку (8), из которой вытекает единственность решения задачи Коши (2)-(3) в пространстве  
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2) Решение задачи (2)-(3) будем искать в виде 

v (t,() = u(t) + ( (t,(),                                             (23)

где  u(t)  является решением системы (1). Подставляя (23) в (2)-(3) и учитывая что  u(t) является решением системы (1) получим
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+ F(t, u(t) + ( (t,()) – F(t, u(t)) = - ( u( (t),                                   (24)

( (t0 ,()= 0.                                                        (25)

Используя матричную функцию  X(t,s,() системы (6) и применяя формулу Дирихле из (24) и (25) имеем   

( (t,() = M1[( ] + ((t,(),                                          (26)

где
M1[( ] = - 
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((t,()= - 
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Учитывая условия теоремы, оценки (4) и (7), из (26) получим

||( (t,()|| (  
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Отсюда, в силу неравенства Гронуолла-Беллмана, имеем оценку (9). Теорема доказана.

СЛЕДСТВИЕ. Пусть выполняются условия I, II,  detB(to ) (  0,  det[
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО: Предположим, что  u1 (t) и  u2 (t)  являются произвольными решениями системы (1) из пространства  
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