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Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêå íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé, ïðîâîäèìûõâåäóùèìè íàó÷íûìè øêîëàìè ÐÔ (ãðàíò ÍØ-9004.2006.1) è â ðàìêàõ ãðàíòà� 06-II-ÑÓ-01-001 êîíêóðñà èíòåãðàöèîííûõ ïðîåêòîâ ÄÂÎ ÐÀÍ ñ íàó÷íûìèó÷ðåæäåíèÿìè Ñèáèðñêîãî è Óðàëüñêîãî îòäåëåíèé ÐÀÍ.
Èññëåäóåòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòà îñëàáëåíèÿ âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíî-ñà. Ìåòîä íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòà îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè èñòî÷íèêà âíåøíåãî èçëó÷å-íèÿ ñïåöèàëüíîãî òèïà, èìåþùåãî ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà ïî óãëîâîé ïåðåìåííîé. Â ñêàëÿðíîìñëó÷àå ýòîò ìåòîä ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ïðèìåíÿëñÿ â ðàáîòå [1]. Â íåäàâíåé ñòàòüå àâòîðîâ[2] áûë ïðåäëîæåí è îáîñíîâàí ìåòîä îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòà îñëàáëåíèÿ äëÿ âåêòîðíîãîóðàâíåíèÿ. Îñíîâíîé óïîð â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñäåëàí íà ÷èñëåííóþ ïðîâåðêó ïðåäëîæåííîãîìåòîäà, ñ öåëüþ ïîä÷åðêíóòü îñîáåííîñòè è âûäåëèòü ïðåèìóùåñòâà ïðåäëîæåííîãî àëãîðèò-ìà ïî ñðàâíåíèþ ñ àíàëîãè÷íûì ïîäõîäîì äëÿ ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà.

1. Ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà
Îñíîâíîé õàðàêòåðèñòèêîé ïîëÿðèçîâàííîãî èçëó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîðïàðàìåòðîâ Ñòîêñà f=(f1; f2; f3; f4). Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå ïåðåíîñà â èçîòðîïíîé ñðåäåäëÿ ýòîãî âåêòîðà èìååò âèä

! � rrf(r; !) + �(r)f(r; !) = �s(r)Z
 P (r; !; !0)f(r; !0)d!0 + J(r; !); (1)
ãäå r = (r1; r2; r3) 2 G, G - âûïóêëàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðî-ñòðàíñòâå E3, ! 2 
 = f! 2 E3 : j!j = 1g. Â óðàâíåíèè (1) ôóíêöèÿ J(r; !) åñòü ÷åòûðåõ-êîìïîíåíòíûé âåêòîð, îïèñûâàþùèé âíóòðåííèå èñòî÷íèêè èçëó÷åíèÿ, �(r) � êîýôôèöèåíòïîëíîãî îñëàáëåíèÿ, �s(r) � êîýôôèöèåíò ðàññåÿíèÿ, P (r; !; !0) � ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ ðàçìåðíî-ñòè 4�4. Ïîä ñèìâîëîì ! �rrf(r; !) áóäåì ïîíèìàòü ÷åòûðåõêîìïîíåíòíóþ âåêòîð-ôóíêöèþ,i - àÿ êîìïîíåíòà êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè fi(r; !) â íàïðàâëåíèè !îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé r.Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè íåîäíîðîäíîñòè ñðåäû G, â êîòîðîé èçó÷àåòñÿ ïðîöåññ ïåðåíîñà èçëó-÷åíèÿ, ââåäåì â ðàññìîòðåíèå íåêîòîðîå ðàçáèåíèå G0 îáëàñòè G. Ìíîæåñòâî G0 ïðåäïîëàãà-åòñÿ îòêðûòûì è ïëîòíûì â G, òî åñòü G0 = G. Êðîìå òîãî, ïóñòü îíî ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåìêîíå÷íîãî ÷èñëà îáëàñòåé Gi .Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî G0 îáëàäàåò ñâîéñòâîì îáîáùåííîé âûïóêëîñòè [3], òî åñòüëþáîé ëó÷, èñõîäÿùèé èç òî÷êè r 2 G0 â íàïðàâëåíèåì ! 2 
 ïåðåñåêàåò @G0 â êîíå÷íîì÷èñëå òî÷åê.Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cb(X), X 2 Em áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà X,îãðàíè÷åííûõ è íåïðåðûâíûõ íà X, ñ íîðìîé

jjf jj = supx2X jf(x)j:
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Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî C(4)b (X), îáðàçîâàííîå âåêòîð-ôóíêöèÿìè f=(f1; f2; f3;f4), êàæäàÿ êîìïîíåíòà êîòîðîé ïðèíàäëåæèò Cb(X), è ñîîòâåòñòâóþùàÿ íîðìà îïðåäåëÿåòñÿðàâåíñòâîì jjf jj4 = max1�i�4 jjfijj:
Îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ (1) áóäåì ïðåäïîëàãàòü ñëåäóþùåå. Ôóíêöèè �(r),�s(r) � íåîòðèöàòåëüíûå è ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó Cb(G0), ïðè÷åì �(r) � �s(r), à âåêòîð-ôóíêöèÿ J(r; !) 2 C(4)b (G0 � 
). Âñå êîìïîíåíòû ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ P (r; !; !0) ïðèíàäëåæàòCb(G0 � 
� 
).Ïóñòü d(r; !) åñòü ðàññòîÿíèå îò òî÷êè r 2 G äî ãðàíèöû @G = G nG â íàïðàâëåíèè !.Ê óðàâíåíèþ (1) ïðèñîåäèíèì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

f(r � d(r;�!)!; !) = h(r � d(r;�!)!; !); (r; !) 2 G0 � 
: (2)
f(r + d(r; !)!; !) = H(r + d(r; !)!; !); (r; !) 2 G0 � 
: (3)

Ôóíêöèè h(�; !) è H(�; !), çàäàþò âõîäÿùåå è âûõîäÿùåå èç ñðåäû èçëó÷åíèå. Ñôîðìóëèðóåìîáðàòíóþ çàäà÷ó, êîòîðóþ ïî ñìûñëó ìîæíî îòíåñòè ê çàäà÷å òîìîãðàôèè.Çàäà÷à òîìîãðàôèè. Îïðåäåëèòü ôóíêöèþ �(r) èç óðàâíåíèÿ (1) è êðàåâûõ óñëîâèé (2),(3), åñëè èçâåñòíû òîëüêî ôóíêöèè h, H.Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâî 
0, ÿâëÿþùååñÿ îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâî åäèíè÷íîéñôåðû 
 
0 = 
� [ 
+; 
� = f! 2 
 : sgn(!3) = �1g:
Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà ôóíêöèþ h1. Ïóñòü eh(r; !) = h(r � d(r;�!)!; !) 2 C(4)b (G0 � 
0): (4)

2. Õîòÿ áû äëÿ îäíîãî i, i 2 f1; 2; 3; 4g è äëÿ âñåõ ! = (!1; !2; 0) 2 
 ñïðàâåäëèâî
[ehi(r; !)] = eh+i (r; !)� eh�i (r; !) 6= 0; r 2 G0; (5)

ãäå eh�i (r; !) = lim"!+0ehi
�r; (!1; !2;�")1 + "2

� :
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðåäïîëàãàåì íàëè÷èå ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà ó îäíîé èëè áîëåå êîìïîíåíòôóíêöèè h(r; !) â ãîðèçîíòàëüíûõ íàïðàâëåíèÿõ (!3 = 0).Ðåøåíèå çàäà÷è òîìîãðàôèè äàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå [2].Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ h óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (4),(5) è âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå(3), òîãäà äëÿ âñåõ r 2 G0; ! = (!1; !2; 0) 2 
 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

d(r;!)Z
�d(r;�!)

�(r + !t)dt = ln [hi(r � d(r;�!)!; !)][Hi(r + d(r; !)!; !)] : (6)
Â èòîãå, çàäà÷à òîìîãðàôèè ñâåëàñü ê çàäà÷å îáðàùåíèÿ äâóìåðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäî-íà îò ôóíêöèè �. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ èíòåãðàëîâ â (6) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáûåêîìïîíåíòû âåêòîð-ôóíêöèé h è H, èìåþùèå íåíóëåâûå ðàçðûâû ïî óãëîâîé ïåðåìåííîé.Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî áóäåò èñïîëüçîâàíî ïðè ïðîâåäåíèè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ â ñëåäóþ-ùåì ïàðàãðàôå.

2. ×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è òîìîãðàôèè
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Ïðîäåìîíñòðèðóåì ðàáîòó àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è òîìîãðàôèè íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå.
Ïóñòü G0 = 6S

i=1Gi, ãäå
G1 = fr : (r1 � 0:3)2 + (r2 � 0:1)2 + r23 < 0:04g; G2 = fr : (r1 + 0:3)2 + (r2 + 0:1)2 + r23 < 0:01g;
G3 = fr : (r1�0:3)2+(r2�0:1)2+r23 < 0:09gnG1; G4 = fr : r21+r22+r23 < 0:64gnfG1[G2[G3g;

G5 = fr : 0:64 < r21 + r22 + r23 < 0:81g; G6 = fr : 0:81 < r21 + r22 + r23 < 1g
è ôóíêöèÿ �(r) ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî ïîñòîÿííîé â îáëàñòè G, ò.å. �(r) = �i ïðè r 2 Gi. Â ÷èñëåí-íîì ýêñïåðèìåíòå áûëè âçÿòû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ: �1 = �4 = �6 = 1; �2 =�3 = �5 = 2, ïðè 50% ðàññåÿíèè â ñðåäå (�s(r) = 0:5�(r)) è îòñóòñòâèè âíóòðåííèõ èñòî÷íèêîâèçëó÷åíèÿ (J(r; !) � 0).Â êà÷åñòâå ìàòðèöû P (!; !0) áûëà âçÿòà ìàòðèöà, îïèñûâàþùàÿ ðýëååâñêîå ðàññåÿíèå [4-5].Áûëè âçÿòû ñëåäóþùèå êîìïîíåíòû âåêòîð-ôóíêöèè h(r; !), ñîîòâåòñòâóþùåé âõîäÿùåìóèçëó÷åíèþ:

h1 =
� 1; !3 � 0;1:2; !3 < 0; h2 =

� 0:2; !3 � 0;1; !3 < 0; h3 =
� 0:4; !3 � 0;0:1; !3 < 0; h4 = 0:

Âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèè �(r) îñóùåñòâëÿëîñü â ïëîñêîñòè r3 = 0. Ñå÷åíèå ïëîñêîñòè r3 = 0 ñîáëàñòüþ G ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðóã ðàäèóñà 1. Ïðè âîññòàíîâëåíèè ôóíêöèè �(r) èñïîëüçî-âàëàñü ïàðàëëåëüíàÿ ñõåìà ñêàíèðîâàíèÿ [6].Âû÷èñëåíèå âåêòîð-ôóíêöèè H ïðîâîäèëîñü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî (ìåòîä ìàê-ñèìàëüíîãî ñå÷åíèÿ [7]).Ïðè ïðîâåäåíèè âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ çíà÷åíèå âåêòîð-ôóíêöèè H àïïðîêñè-ìèðîâàëîñü ñóììîé 21 ñëàãàåìîãî ðÿäà Íåéìàíà, ÷òî îáåñïå÷èëî îøèáêó óñå÷åíèÿ ìåíåå 1%.Áûëî âçÿòî 500 òðàåêòîðèé â îäíîì ýêñïåðèìåíòå, è 5000 - â äðóãîì (n = 500; 5000). Íàõîæäå-íèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà ìîæíî îñóùåñòâèòü ïî ñêà÷êó â îäíîé èç ïåðâûõ òðåõ êîìïîíåíòôóíêöèé h, H. Òî åñòü, ïî ôîðìóëå (6) ïðè i = 1; 2; 3. Ïåðâîíà÷àëüíî ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíàáûëî âû÷èñëåíî ïðè i = 1, n = 500, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò àëãîðèòìó äëÿ ñêàëÿðíîãî óðàâíå-íèÿ ïåðåíîñà [1]. Èñïîëüçóÿ àëãîðèòì ñâåðòêè è îáðàòíîé ïðîåêöèè, áûëè íàéäåíû çíà÷åíèÿôóíêöèè �(r) íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå 400 � 400 â ïëîñêîñòè r3 = 0. Ðåçóëüòàò âîññòàíîâëåíèÿïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 1(à). Àíàëîãè÷íîå âîññòàíîâëåíèå ïðè i = 2, n = 500 ïðåäñòàâëåíî íàðèñ. 1(á). Íà ðèñ.2(à,á) èçîáðàæåíî âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèè � ïî ïåðâûì äâóì êîìïîíåíòàìðåøåíèÿ ïðè n = 5000.Ïðèâåäåííûé âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò äåìîíñòðèðóåò, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ñêà÷êà âîâòîðîé êîìïîíåíòå âåêòîð ôóíêöèè h(�; !) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü áîëåå êà÷åñòâåííîå âîññòàíîâ-ëåíèå. Îòìåòèì, ÷òî êîãäà [h1(r � d(r;�!)!; !)] = 0 áûëî áû âîîáùå íåâîçìîæíî ðåøèòüîáðàòíóþ çàäà÷ó ìåòîäîì, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ñêàëÿðíîìó ñëó÷àþ.Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííîå îáîáùåíèå àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è òîìîãðàôèè íà ñëó÷àéâåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ïîëÿðèçîâàííîãî èçëó÷åíèÿ ïîçâîëÿåò â ðÿäå ñëó÷àåâ ïîëó-÷èòü áîëåå êà÷åñòâåííîå âîññòàíîâëåíèå ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàíåå èñïîëüçîâàííûì ïîäõîäîì. Äëÿïðàêòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðèìåíåíèå ïîëÿðèçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ ñïåöè-àëüíîãî òèïà ñóùåñòâåííî ðàñøèðÿåò âîçìîæíîñòè ìåòîäîâ íåðàçðóøàþùåãî êîíòðîëÿ èçäå-ëèé ïðè èõ ðàäèàöèîííîì îáëó÷åíèè.
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(à) (á)
Ðèñ. 1: Âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèè �(r1; r2; r3) â ñå÷åíèè r3 = 0 äëÿ ñëó÷àÿ n = 500.
(à) � ðåêîíñòðóêöèÿ ïðè i = 1; (á) � ðåêîíñòðóêöèÿ ïðè i = 2.

(à) (á)
Ðèñ. 2: Âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèè �(r1; r2; r3) â ñå÷åíèè r3 = 0 äëÿ n = 5000.
(à) � ðåêîíñòðóêöèÿ ïðè i = 1; (á) � ðåêîíñòðóêöèÿ ïðè i = 2.
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