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íàó÷íûìè øêîëàìè ÐÔ (ãðàíò ÍØ-9004.2006.1) è â ðàìêàõ ãðàíòà N 06-II-ÑÓ-01-001 êîíêóðñà

èíòåãðàöèîííûõ ïðîåêòîâ ÄÂÎ ÐÀÍ ñ íàó÷íûìè ó÷ðåæäåíèÿìè Ñèáèðñêîãî è Óðàëüñêîãî
îòäåëåíèé ÐÀÍ

Ââåäåíèå. Îïðåäåëåíèå õèìè÷åñêîãî ñîñòàâà âåùåñòâà ðàäèîãðàôè÷åñêèì ìåòîäîì ÿâëÿåòñÿ èí-
òåðåñíîé çàäà÷åé ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè è, êðîìå òîãî, èìååò îùóòèìóþ ïðàêòè÷åñêóþ çíà÷èìîñòü.
Ñóùåñòâóþò ïàòåíòû, ñâÿçàííûå ñ ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèåé ðàçëè÷íûõ ðàäèîãðàôè÷åñêèõ ìåòîäîâ
íàõîæäåíèÿ õèìè÷åñêîãî ñîñòàâà [1,2]. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à.

Îïðåäåëèòü õèìè÷åñêèé ñîñòàâ íåîäíîðîäíîãî òåëà, ñîñòîÿùåãî èç êîíå÷íîãî ÷èñëà îäíîðîäíûõ
ïî ñîñòàâó ÷àñòåé è çàíèìàþùåãî â R3 îãðàíè÷åííóþ âûïóêëóþ îáëàñòü G ïî ðåçóëüòàòàì ïðîñâå-
÷èâàíèÿ ýòîãî òåëà ðåíòãåíîâñêèì èçëó÷åíèåì íà çàäàííîì ïðîìåæóòêå ýíåðãèè.

Òàêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåòñÿ îïðàâäàííîé â ñëó÷àÿõ, êîãäà, íàïðèìåð, ðå÷ü èäåò î
íàõîæäåíèè õèìè÷åñêîãî ñîñòàâà îäíîðîäíûõ ÷àñòåé èçäåëèÿ, ïðÿìîé äîñòóï ê êîòîðûì íåâîçìîæåí.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âíóòðåííåå ñòðîåíèå òåëà èçâåñòíî. Ãðàíèöû íåîäíîðîäíîñòåé â òåëå ìîæíî
íàéòè, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ èíäèêàòîðà íåîäíîðîäíîñòåé. Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ýòîãî ìåòîäà èçëîæåíî
â ðàáîòàõ [3,4].

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è íà ïåðâîì ýòàïå ïðîèçâîäèòñÿ ýíåðãåòè÷åñêîå ñêàíèðîâàíèå òåëà
ïî êîíå÷íîìó íàáîðó ñïåöèàëüíî âûáðàííûõ ïðÿìûõ. Çàòåì, ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííîé èíôîðìàöèè, ïðî-
èçâîäèòñÿ îïðåäåëåíèå õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, âõîäÿùèõ â ñîñòàâ êàæäîé íåîäíîðîäíîñòè, íàõîäÿòñÿ
èõ ìàññîâûå äîëè è ïëîòíîñòè ìàòåðèàëîâ, ñîñòàâëÿþùèõ íåîäíîðîäíîñòè. Ïîëó÷åííûå òåîðåòè÷åñêèå
ðåçóëüòàòû èëëþñòðèðóþòñÿ îïèñàíèåì îäíîãî èç ïðîâåäåííûõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ è ïðåäïîëîæåíèÿ. Ïóñòü íåîäíîðîäíàÿ ñðåäà çàíèìàåò íåêîòîðóþ
îãðàíè÷åííóþ âûïóêëóþ îáëàñòü G â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ñîñòîÿùóþ èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîïàðíî
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäîáëàñòåé, çàïîëíåííûõ ðàçëè÷íûìè ìàòåðèàëàìè è ïîäâåðãàåòñÿ ðåíòãåíîâñêîìó
îáëó÷åíèþ. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ýíåðãèÿ ôîòîíîâ ñðàâíèòåëüíî íåâåëèêà è ïðîöåññ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ
õîðîøî îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì ñòàöèîíàðíûì èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ïåðåíîñà [3]:

ω · ∇rf(r, ω, E) + µ(r, E)f(r, ω, E) =
1
4π

∫

Ω

k(r, ω · ω′, E)f(r, ω′, E)dω′. (1)

Çäåñü r− òî÷êà òðåõìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà R3 ñ îðòîíîðìèðîâàíûì áàçèñîì e1, e2, e3, Ω =
{ω ∈ R3 : | ω |= 1}; ω, ω

′ ∈ Ω, E− ýíåðãèÿ èçëó÷åíèÿ, f(r, ω, E)− ïëîòíîñòü ïîòîêà ôîòîíîâ â òî÷êå r,
äâèæóùèõñÿ â íàïðàâëåíèè ω è èìåþùèõ ýíåðãèþ E, µ(r, E)− êîýôôèöèåíò ïîëíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
ôîòîíîâ ñ âåùåñòâîì, k(r, ω · ω′, E)− èíäèêàòðèñà ðàññåÿíèÿ. Â çàïèñè ω · ∇r è ω · ω′ òî÷êà îçíà÷àåò
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ èç R3. Ïðè óïðóãîì ðàññåÿíèè ôîòîíîâ èõ ýíåðãèÿ íå ìåíÿåòñÿ,
ïîýòîìó ïåðåìåííàÿ E â ýòîì óðàâíåíèè ïðèñóòñòâóåò â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà. Â äàëüíåéøåì äëÿ íàñ
áóäåò âàæíà çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà µ îò ýíåðãèè, ïîýòîìó ýòà ïåðåìåííàÿ â óðàâíåíèè ñîõðàíåíà.

Ñ÷èòàåì, ÷òî íà ãðàíèöàõ ïîäîáëàñòåé êîýôôèöèåíò µ óðàâíåíèÿ (1) èìååò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà
ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé. Äàëåå ýòè ïîäîáëàñòè áóäåì òàêæå íàçûâàòü íåîäíîðîäíîñòÿìè.
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Ïóñòü P− ïîäïðîñòðàíñòâî â R3, ïîðîæäåííîå âåêòîðàìè e1, e2, ïåðåñå÷åíèå D = G ∩ P íå ïóñòî è
D1, . . . ,Dq− ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïëîñêèõ îáëàñòåé â D, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïðè ïåðåñå÷åíèè ïëîñêîñòè
P ñ íåîäíîðîäíîñòÿìè èç G, q ≥ 2, ïðè÷åì,

D =
q⋃

i=1

Di, D0 =
q⋃

i=1

Di, è Di

⋂
Dj = Ø, ïðè i 6= j, i, j = 1, . . . , q.

Íà ãðàíèöå D èçâåñòíà ïëîòíîñòü H(η, ω, E) âûõîäÿùåãî èç G ïîòîêà èçëó÷åíèÿ, η ∈ ∂D, ω ∈ Ω1, ãäå
Ω1 = Ω ∩ P.

Îñîáåííîñòè ôóíêöèè µ(E) äëÿ ðàçëè÷íûõ õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ. Ïðåäëàãàåìûé ñïîñîá
îïðåäåëåíèÿ õèìè÷åñêîãî ñîñòàâà îñíîâàí íà òîì, ÷òî äëÿ ðàçëè÷íûõ õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ êîýô-
ôèöèåíòû èõ ïîëíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ µ(E) èìåþò ðàçðûâû ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè E.
Äëÿ ïîäðîáíîãî èçó÷åíèÿ ýòîãî âîïðîñà èñïîëüçîâàëèñü òàáëèöû [5], êîòîðûå ñîäåðæàò äàííûå î
çàâèñèìîñòè µ(E) îò E äëÿ 92 õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ îò âîäîðîäà äî óðàíà âêëþ÷èòåëüíî è 48 âåùåñòâ
ñëîæíîãî õèìè÷åñêîãî ñîñòàâà, ïðåäñòàâëÿþùèõ èíòåðåñ äëÿ äîçèìåòðèè. Äàííûå ïðåäñòàâëåíû â âèäå
ñåòî÷íûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ äëÿ ðÿäà çíà÷åíèé ýíåðãèè èç ïðîìåæóòêà 1 êýÂ � 20 Ìýâ. Äëÿ
ïîëó÷åíèÿ èíôîðìàöèè î ýëåìåíòàõ ñ àòîìíûìè íîìåðàìè îò Z=93 äî Z=100 íàìè èñïîëüçîâàëàñü
áàçà äàííûõ [6]. Ýòó è äðóãóþ ïîëåçíóþ èíôîðìàöèþ ìîæíî òàêæå íàéòè íà èíôîðìàöèîííîì ðåñóðñå
[7]. Áûëà íàïèñàíà êîìïüþòåðíàÿ ïðîãðàììà, àíàëèçèðóþùàÿ äàííûå î 100 õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòàõ,
îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû êîòîðîé ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì.

1) Íà ïðîìåæóòêå 1 êýÂ � 20 Ìýâ ôóíêöèÿ µ(E) äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà íåïðåðûâíà âñþäó êðîìå
êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê, â êîòîðûõ îíà èìååò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà. Òàêèå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ìû áóäåì
òàêæå íàçûâàòü ñêà÷êàìè. Äëÿ õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ ñ íîìåðàìè Z ìåíüøå 11 ôóíêöèÿ µ(E) íåïðå-
ðûâíà íà ýòîì ïðîìåæóòêå.

2) Äëÿ ðàçíûõ ýëåìåíòîâ âñå òî÷êè ðàçðûâà E′ ôóíêöèè µ(E) âñåãäà ðàçëè÷íû. Îáùåå ÷èñëî âñåõ
ðàçëè÷íûõ ñêà÷êîâ (äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ) ñîñòàâëÿåò 566.

3) Äëÿ âñåõ âåùåñòâ â òî÷êàõ ðàçðûâà E′ êîýôôèöèåíò µ(E) âñåãäà âîçðàñòàåò.
Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ õèìè÷åñêîãî ñîñòàâà. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ õèìè÷åñêîãî ñîñòàâà òåëà, âíóò-

ðåííþþ ñòðóêòóðó êîòîðîãî ñ÷èòàåì èçâåñòíîé, èñïîëüçóåòñÿ íàëè÷èå ñêà÷êîâ ó êîýôôèöèåíòà µ(E)
è èíäèâèäóàëüíîñòü íàáîðà òàêèõ ñêà÷êîâ äëÿ êàæäîãî õèìè÷åñêîãî ýëåìåíòà. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

à) Îáëàñòü G ïîäâåðãàåòñÿ âíåøíåìó îáëó÷åíèþ, ïëîòíîñòü ïîòîêà êîòîðîãî h(ξ, ω, E) íà ïîâåðõ-
íîñòè G íåïðåðûâíà ïî âñåì ïåðåìåííûì, íî èçâåñòíîé íå ïðåäïîëàãàåòñÿ.

á) Ôóíêöèÿ h èìååò êîëëèìèðîâàííûé õàðàêòåð ïî (ξ, ω), òàê ÷òî h(ξ, ω,E) îòëè÷íà îò íóëÿ ëèøü
äëÿ (ξ, ω) ìàëî îòëè÷àþùèõñÿ îò íåêîòîðûõ çàäàííûõ (ξ0, ω0).

â) Ðàññåÿíèåì â G ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.
Ïóñòü d(r, ω)− ðàññòîÿíèå îò òî÷êè r ∈ G äî ∂G â íàïðàâëåíèè ω, r0 ∈ D0, ω0 ∈ Ω1, ξ0 =

r0 − d(r0,−ω0)ω0, η0 = r0 + d(r0, ω0)ω0. Ïàðà (r0, ω0) îïðåäåëÿåò ïðÿìóþ l̂0, ëåæàùóþ â ïëîñêîñòè P,
êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó r0 â íàïðàâëåíèè ω0 è ïåðåñåêàåò ∂D â òî÷êàõ ξ0 è η0. H(η0, ω0, E) åñòü
ïëîòíîñòü âûõîäÿùåãî èç G èçëó÷åíèÿ â òî÷êå η0 ∈ ∂D, ýòà ôóíêöèÿ ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíîé. Ïðÿìàÿ l̂0
èìååò íåïóñòûå ïåðåñå÷åíèÿ ñ íåêîòîðûìè èç ïëîñêèõ îáëàñòåé D1, ...,Dq.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A1, ..., Aq âåùåñòâà, ñîîòâåòñòâóþùèå îáëàñòÿì D1, ...,Dq, òàê, ÷òî êàæäàÿ îáëàñòü
Di çàïîëíåíà âåùåñòâîì Ai, i = 1, ..., q, è ïóñòü µ1(E), ..., µq(E)− êîýôôèöèåíòû ïîëíîãî âçàèìîäåéñò-
âèÿ äëÿ âåùåñòâ A1, ..., Aq. Åñëè Xi1, ..., Xir− âñå õèìè÷åñêèå ýëåìåíòû, âõîäÿùèå â ñîñòàâ âåùåñòâà Ai,
µxi1(E), ..., µxir(E)− ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû ïîëíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ρxi1, ..., ρxir− ïëîòíîñòè,
wi1, ..., wir− ìàññîâûå äîëè ýëåìåíòîâ Xi1, ..., Xir â ñîñòàâå Ai, è ρi− ïëîòíîñòü âåùåñòâà Ai, òî, ñîãëàñíî
[5], ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:

µi(E) = ρi

r∑

k=1

wik
µxik(E)

ρxik
. (2)
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Îòñþäà âèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ðàçðûâîâ ôóíêöèè µi(E) ñîâïàäàåò ñ îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ
âñåõ ðàçðûâîâ ôóíêöèé µxi1(E), ..., µxir(E). Ôóíêöèÿ h(ξ0, ω0, E) íåïðåðûâíà ïî E, ïîýòîìó ôóíêöèÿ
H(η0, ω0, E) áóäåò èìåòü ðàçðûâ ïðè íåêîòîðîì E′ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íà ïóòè äâèæåíèÿ
ôîòîíà, âûõîäÿùåãî èç G â òî÷êå η0 è â íàïðàâëåíèè ω0, âñòðå÷àëñÿ õèìè÷åñêèé ýëåìåíò, êîýôôèöèåíò
µ(E) êîòîðîãî èìåë ðàçðûâ ïðè E = E′. Ïðîâåäÿ èçìåðåíèÿ ôóíêöèè H(η0, ω0, E) íà äèàïàçîíå ýíåðãèè
[Eα, Eβ], ñîäåðæàùåì ñêà÷êè ôóíêöèé µ(E) äëÿ âñåõ õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ (Z = 1 − 100) ìû ïî
ðàçðûâàì H(η0, ω0, E) íàéäåì âñå ýëåìåíòû, êîòîðûå âñòðå÷àëèñü íà òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ôîòîíà.
Äëÿ êðàòêîñòè, ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ áóäåì íàçûâàòü ñïåêòðîì ïðÿìîé l̂0.
Ïðîâåäåì òàêèå èçìåðåíèÿ ïî íåêîòîðûì ïðÿìûì, ïåðåñåêàþùèì D0 è ïîïûòàåìñÿ ïî ðåçóëüòàòàì
èçìåðåíèé óêàçàòü äëÿ êàæäîé îáëàñòèDi ñîîòâåòñòâóþùèé åé íàáîð õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ Xi1, ..., Xir.

Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
X1, ..., XN− ïåðå÷åíü âñåõ õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, ïðèñóòñòâóþùèõ â D0.
µx1(E), ..., µxN (E)− êîýôôèöèåíòû ïîëíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ äëÿ X1, ..., XN .
Äëÿ êàæäîãî Xi âûáåðåì êàêóþ-íèáóäü ýíåðãèþ Ei íà êîòîðîé ôóíêöèÿ µxi(E) èìååò ñêà÷îê, òîãäà,

â ñèëó ðàíåå ñêàçàííîãî,
µxi(Ej + 0)− µxi(Ej − 0) > 0 ïðè i = j,
µxi(Ej + 0)− µxi(Ej − 0) = 0 ïðè i 6= j.

(3)

Ïóñòü ρx1, ..., ρxN− ïëîòíîñòè X1, ..., XN ñîîòâåòñòâåííî,
ρ1, ..., ρN− ïëîòíîñòè (â îáùåì ñëó÷àå ñëîæíûõ ïî ñîñòàâó) âåùåñòâ èç îáëàñòåé D1, ...,Dq,
µ1(E), ..., µq(E)− êîýôôèöèåíòû ïîëíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â îáëàñòÿõ D1, ...,Dq,
wkj− ìàññîâàÿ äîëÿ õèìè÷åñêîãî ýëåìåíòà Xj â îáëàñòè Dk; k = 1, ..., q, j = 1, ..., N,

L− ìíîæåñòâî âñåõ ïðÿìûõ l̂ íà P, äëÿ êîòîðûõ l̂
⋂D0 6= Ø,

l̂− ïðÿìàÿ èç L, lk− ëèíåéíàÿ ìåðà ìíîæåñòâà l̂
⋂Dk; k = 1, ..., q,

h(E), H(E)− ïëîòíîñòè âõîäÿùåãî â D è âûõîäÿùåãî èç D èçëó÷åíèÿ â òî÷êàõ ∂D è äëÿ íàïðàâ-
ëåíèÿ, îïðåäåëÿåìûõ ïðÿìîé l̂ äëÿ ýíåðãèè E.

Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà äëÿ ïðàâûõ è ëåâûõ ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé:

H(Ej ± 0) = h(Ej ± 0) · exp

(
−

q∑

k=1

lkµk(Ej ± 0)

)
, j = 1, ..., N. (4)

C ó÷åòîì ôîðìóëû (2) ïðè r = N èìååì:

µk(Ej ± 0) = ρk

N∑

i=1

wki
µxi(Ej ± 0)

ρxi
; k = 1, ..., q, j = 1, ..., N. (5)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: H±
j = H(Ej ± 0), h±j = h(Ej ± 0), µ±kj = µk(Ej ± 0), µ±xij = µxi(Ej ± 0),

i, j = 1, ..., N ; k = 1, ..., q. Òîãäà, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè h ïî E, èç (4) ïîëó÷èì:
q∑

k=1

lk(µ+
kj − µ−kj) = ln(H−

j /H+
j ), j = 1, ..., N. (6)

Èç (5) è (3) èìååì:

µ+
kj − µ−kj = ρkwkj

(µ+
xjj − µ−xjj)

ρxj
, j = 1, ..., N. (7)

Ïîäñòàâëÿÿ (7) â (6) ïîëó÷èì:
q∑

k=1

lk · ρkwkj = γj , ãäå γj =
ρxj · ln(H−

j /H+
j )

µ+
xjj − µ−xjj

, j = 1, ..., N, (8)
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Î÷åâèäíû, òàêæå, ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà:

N∑

j=1

wkj = 1, wkj ≥ 0, k = 1, ..., q. (9)

Â ôîðìóëàõ (8), (9) âñå âåëè÷èíû, êðîìå ρk è wkj , k = 1, ..., q, j = 1, ..., N , íàì èçâåñòíû. Â èòîãå
ìû èìååì N + q óðàâíåíèé (8), (10) îòíîñèòåëüíî Nq + q íåèçâåñòíûõ. Â ñëó÷àå q = 1 ñèñòåìà (8), (9)
ëåãêî ðàçðåøèìà.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðè q ≥ 2 ñäåëàåì ñëåäóþùåå. Âûáåðåì èç L q ðàçëè÷íûõ ïðÿìûõ l̂1, ..., l̂q è
îáîçíà÷èì ÷åðåç ltk ëèíåéíóþ ìåðó ìíîæåñòâà l̂t

⋂Dk; t, k = 1, ..., q. Ïðîâåäåì ïðîöåäóðó "ïðîñâå÷è-
âàíèÿ" òåëà âäîëü êàæäîé ïðÿìîé l̂t äëÿ çíà÷åíèé ýíåðãèè Ej ± 0, j = 1, ..., N è îïðåäåëèì âåëè÷èíû
γtj ; t = 1, ..., q, j = 1, ..., N òàê æå, êàê ìû ýòî äåëàëè ðàíüøå äëÿ ïðÿìîé l̂ (ïåðâûé èíäåêñ ó γtj åñòü
íîìåð ïðÿìîé l̂t, à âòîðîé � íîìåð ýíåðãèè Ej). Ðàññìîòðèì âîçíèêàþùóþ ïðè ýòîì ñèñòåìó óðàâíåíèé

q∑

k=1

ltk · ρkwkj = γtj , ãäå γtj =
ρxj · ln(H−

tj/H+
tj )

µ+
xjj − µ−xjj

; H±
tj = Ht(Ej ± 0), t = 1, ..., q, j = 1, ..., N, (10)

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ρk, wkj . Ñîâîêóïíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (9), (10) ñîäåðæèò Nq+q óðàâíåíèé
îòíîñèòåëüíî Nq + q íåèçâåñòíûõ. Áûëî äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà. Åñëè q × q ìàòðèöà L = ||ltk|| íåâûðîæäåíà, òî ñèñòåìà óðàâíåíèé è óñëîâèé (9), (10)
ðàçðåøèìà îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ ρk, wkj è åå ðåøåíèå åäèíñòâåííî.

Èç äîêàçàííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè âûøåïåðå÷èñëåííûõ óñëîâèé çàäà÷à îïðåäå-
ëåíèÿ õèìè÷åñêîãî ñîñòàâà ðàçðåøèìà è åå ðåøåíèå åäèíñòâåííî.

×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû. Ïðîèëëþñòðèðóåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íà ïðèìåðå îäíîãî èç
ïðîâåäåííûõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Â ýòîì ýêñïåðèìåíòå îáëàñòü G ïðåäñòàâëÿëà èç ñåáÿ øàð
ðàäèóñà R = 1 ìêì ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ñîäåðæàëà ïîäîáëàñòè G1 è G2. Ïðè ýòîì G2 áûëà
÷àñòüþ îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà, çàäàâàåìîãî óñëîâèÿìè:

(r1/R)2

(0.2)2
− (r2/R− 0.5)2

(0.1)2
+

(r3/R)2

(0.2)2
− 1 < 0, 0.3 < r2/R < 0.7,

à G1 = G\G2. Ïîäîáëàñòü G1 áûëà çàïîëíåíà ôîñôèäîì àëþìèíèÿ AlP, à G2− àëþìîñåëåíèäîì ìåäè
CuAlSe2. Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòè G1 è G2 ñîîòâåòñòâîâàëè ðàçëè÷íûì îäíîðîäíûì âåùåñòâàì.

Íà ïåðâîì ýòàïå ýêñïåðèìåíòà ðåøàëàñü çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè H âûõîäÿùåãî èç G èç-
ëó÷åíèÿ ïðè çàäàííûõ êîýôôèöèåíòàõ óðàâíåíèÿ (1) è ïëîòíîñòè ïàäàþùåãî íà G âíåøíåãî ïîòîêà
èçëó÷åíèÿ h(E) = 1. Ýíåðãèÿ E ïðè ýòîì áûëà ôèêñèðîâàííîé, çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ µ è k â G1 è
G2 âû÷èñëÿëèñü ñ ïîìîùüþ òàáëèö [5]. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íà îêðóæíîñòè D = G∩P çàäàâàëîñü
íåêîòîðîå ñåìåéñòâî òî÷åê ηi, i = 1, ..., Nρ è âûõîäÿùèõ èç G íàïðàâëåíèé ωk ∈ P, k = 1, ..., Nϕ.
Óðàâíåíèå (1) ðåøàëîñü ÷èñëåííî, ïðè ýòîì íàõîäèëèñü âåëè÷èíû f(ηi, ωk, E). Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(1) ïðèìåíÿëàñü îäíà èç âåðñèé ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî.

Íà âòîðîì ýòàïå ýêñïåðèìåíòà ñíà÷àëà ïðîèçâîäèëñÿ âûáîð ïðÿìûõ l̂1 è l̂2 èç L. Â êà÷åñòâå l̂1 áûëà
âçÿòà ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó η1 = (1, 0, 0) â íàïðàâëåíèè ω1 = (1, 0, 0), à ïðÿìàÿ l̂2 ïðîõîäèëà
÷åðåç òî÷êó η2 = (

√
3/2, 1/2, 0) â òîì æå íàïðàâëåíèè ω2 = (1, 0, 0). Ïðè ýòîì l11 = 2, l12 = 0, l21 =

√
3−

0.4, l22 = 0.4. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà L áûëà íåâûðîæäåííîé. Â äèàïàçîíå ýíåðãèè [Eα, Eβ], ãäå Eα = 1
êýÂ, Eβ = 144 êýÂ, ðàññìàòðèâàëîñü 566 òî÷åê E1 < E2 < ... < E566, ñîîòâåòñòâóþùèõ âñåì èìåþùèìñÿ
ñêà÷êàì êîýôôèöèåíòà µ äëÿ âñåõ õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, è ïðîâîäèëîñü "ïðîñâå÷èâàíèå"îáëàñòè G
âäîëü ïðÿìûõ l̂1 è l̂2 íà ýòèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñïåêòðîâ ýòèõ ïðÿìûõ.

Òàêèì îáðàçîì, áûëî íàéäåíî, ÷òî ñïåêòð l̂1 ñîñòîèò èç àëþìèíèÿ è ôîñôîðà, à ñïåêòð l̂2 èç
àëþìèíèÿ, ìåäè, ñåëåíà è ôîñôîðà.
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Ïîñëå ýòîãî, íàéäåííûé ïåðå÷åíü õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ óïîðÿäî÷èâàëñÿ: X1 = Al,X2 = P,X3 =
Cu, X4 = Se è êàæäîìó Xi ñòàâèëàñü â ñîîòâåòñòâèå êàêàÿ-íèáóäü îäíà ýíåðãèÿ Ej(i), íà êîòîðîé
äàííûé õèìè÷åñêèé ýëåìåíò Xi èìåë õîðîøî âûðàæåííûé ñêà÷îê. Ïîñëå âûïîëíåíèÿ î÷åâèäíûõ ïå-
ðåîáîçíà÷åíèé (Ej(i) ïåðåîáîçíà÷åíî êàê Ei) áûëè âûáðàíû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ýíåðãèé: E1 = 1.5596
êýÂ (äëÿ Al), E2 = 2.1455 êýÂ (äëÿ P ), E3 = 8.9789 êýÂ (äëÿ Cu) è E4 = 1.6539 êýÂ (äëÿ Se). Ïîñëå
ýòîãî âû÷èñëÿëèñü âåëè÷èíû γij , âõîäÿùèå â ïðàâóþ ÷àñòü ñèñòåìû óðàâíåíèé (10).

Íà ïîñëåäíåì, ýòàïå ýêñïåðèìåíòà ðåøàëàñü ñèñòåìà óðàâíåíèé (9,10) è íàõîäèëèñü èñêîìûå íåèç-
âåñòíûå ρk, wkj , k = 1, 2, j = 1, 2, 3, 4. Ðåçóëüòàòû ýòèõ ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåíû â òàáëèöå. Ïåðâûå òðè
ñòðîêè òàáëèöû îòíîñÿòñÿ ê ïîäîáëàñòè G1, çàïîëíåííîé AlP , ñîäåðæàò òî÷íûå è ðàñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ
ïëîòíîñòè ìàòåðèàëà ρ(ã/ñì3) è ìàññîâûå äîëè êàæäîãî õèìè÷åñêîãî ýëåìåíòà, ïðèñóòñòâóþùåãî â G.
Ïîñëåäíèå òðè ñòðîêè òàáëèöû îòíîñÿòñÿ ê ïîäîáëàñòè G2, çàïîëíåííîé CuAlSe2. Êàê âèäíî èç ýòîé
òàáëèöû, ðàñ÷åòíûå è òî÷íûå çíà÷åíèÿ èñêîìûõ âåëè÷èí õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ.

ρ1(AlP ) w11(Al) w12(P ) w13(Cu) w14(Se)
Òî÷íîå 2.420 0.4655578 0.5344423 0.0 0.0
Ðàñ÷åò 2.420 0.4655576 0.5344424 0.0 0.0

ρ2(CuAlSe2) w21(Al) w22(P ) w23(Cu) w24(Se)
Òî÷íîå 4.700 0.1086005 0.0 0.2557723 0.6356272
Ðàñ÷åò 4.72137 0.1093943 0.002568157 0.2534516 0.6345859

Çàêëþ÷åíèå. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò óòâåðæäàòü, ÷òî ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ìîæåò
áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ íàõîæäåíèÿ õèìè÷åñêîãî ñîñòàâà íåîäíîðîäíûõ òåë ìàëîãî ðàçìåðà. Íåäîñòàòêîì
äàííîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî õîðîøàÿ òî÷íîñòü ïðè íàõîæäåíèè èñêîìûõ âåëè÷èí
ìîæåò áûòü äîñòèãíóòà òîëüêî äëÿ òåë, ðàçìåðû êîòîðûõ íå ïðåâûøàþò íåñêîëüêèõ ìèêðîí. Èñïîëü-
çîâàíèå áîëüøèõ çíà÷åíèé ýíåðãèè çîíäèðóþùåãî èçëó÷åíèÿ, ïðè êîòîðûõ êîýôôèöèåíòû ïîëíîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ äëÿ âåùåñòâ áûñòðî óáûâàþò, îêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì ââèäó îòñóòñòâèÿ ñêà÷êîâ ó
êîýôôèöèåíòîâ äëÿ òàêèõ ýíåðãèé.
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