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Ïóñòü G âûïóêëàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R3. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Gi, i = 1, ..., p ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ îáëàñòè òàêèå, ÷òî: G0 = G1 ∪G2...∪Gp ⊂ G è G0 = G.
Ãðàíèöó G (∂G = G\G) áóäåì íàçûâàòü âíåøíåé ãðàíèöåé G0, à ìíîæåñòâî ∂G0 \∂G, ïðåäñòàâëÿþùåå
ñîáîé îáúåäèíåíèå ãðàíèö ðàçäåëîâ îáëàñòåé Gi, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç γ è íàçûâàòü âíóòðåííåé
ãðàíèöåé ìíîæåñòâà G0. Îáëàñòè Gi ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê íåîäíîðîäíîñòè èëè âêëþ÷åíèÿ,
âõîäÿùèå â ñîñòàâ ìíîãîêîìïîíåíòíîé ñðåäû G, ãäå ïðîèñõîäèò ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ.
Ïîâåðõíîñòü ∂G0 ïðåäïîëàãàåòñÿ ãëàäêîé êëàññà C2. Åñëè z ∈ ∂G, òî ÷åðåç n(z) áóäåì îáîçíà÷àòü
åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè â òî÷êå z, åñëè æå z ∈ γ è ëåæèò íà ãðàíèöå êîíòàêòà äâóõ
îáëàñòåé Gi, Gj , i < j, òî íîðìàëü n(z) âûáèðàåòñÿ âíåøíåé ê ïîâåðõíîñòè ∂Gj (ñ áîëüøèì èíäåêñîì).
Ïóñòü Ω åäèíè÷íàÿ ñôåðà â R3, Ω = {ω ∈ R3 : |ω| = 1}, à Ω±(z) � ïîëóñôåðû, Ω±(z) = {ω ∈ Ω :
sgn(ω · n(z)) = ±1}, è ïóñòü Γ± = ∂G × Ω±(z). Äëÿ âñåõ (z, ω) ∈ (γ × Ω) ∪ Γ± áóäåì èñïîëüçîâàòü
îáîçíà÷åíèÿ f±(z, ω) = f(z∓ 0ω, ω), ãäå f(z± 0ω, ω) = lim

ε→+0
f(z± εω, ω) ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

f(r, ω) ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì ñòðåìëåíèè òî÷êè r ê z, ïðèíàäëåæàùåé ãðàíèöå ìíîæåñòâà G0.
Ïðÿìàÿ çàäà÷à. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ôóíêöèþ f(r, ω), (r, ω) ∈ G0 × Ω, èç óðàâíåíèÿ

ω · ∇rf(r, ω) + µ(r)f(r, ω) = µs(r)
∫
Ω

g(r, ω · ω′)f(r, ω′)dω′ + J(r, ω), (1)

ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ
f−(z, ω) = h(z, ω), (z, ω) ∈ Γ−, (2)

è óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ
f−(z, ω) = (B̂f+)(z, ω), (z, ω) ∈ γ × Ω. (3)

Óðàâíåíèå (1) ÷àñòî íàçûâàþò óðàâíåíèåì ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ èëè ëèíåéíûì óðàâíåíèåì Áîëüöìàíà.
Ôóíêöèÿ f(r, ω) èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïëîòíîñòü ïîòîêà ÷àñòèö â òî÷êå r, ëåòÿùèõ â íàïðàâëåíèè
ω. Âåëè÷èíû µ, µs, g è J íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòîì îñëàáëåíèÿ, êîýôôèöèåíòîì ðàññåÿíèÿ, èí-
äèêàòðèñîé ðàññåÿíèÿ è ïëîòíîñòüþ âíóòðåííèõ èñòî÷íèêîâ, ñîîòâåòñòâåííî. Ôóíêöèÿ h îïèñûâàåò
ïîñòóïàþùåå ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ∂G â ñðåäó G èçëó÷åíèå, à îïåðàòîð ñîïðÿæåíèÿ B̂ ìîäåëèðóåò ïå-
ðåíîñ èçëó÷åíèÿ ÷åðåç ãðàíèöû ðàçäåëà ñðåä γ. Äàííàÿ ìîäåëü ó÷èòûâàåò íå òîëüêî ðàññåÿíèå ñâåòà
íà ìèêðî-íåîäíîðîäíîñòÿõ ñðåäû, íî è îòðàæåíèå è ïðåëîìëåíèå íà ãðàíèöàõ êðóïíûõ âêëþ÷åíèé,
÷òî ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü ýòó ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ âèäèìîãî äèàïàçîíà â
ìóòíûõ ñðåäàõ.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à. Íàéòè ïîâåðõíîñòü γ èç óðàâíåíèÿ (1), ñîîòíîøåíèé (2),(3) è äîïîëíèòåëüíîãî
óñëîâèÿ

f+(z, ω) = H(z, ω), (z, ω) ∈ Γ+, (4)

åñëè èçâåñòíû òîëüêî âíåøíÿÿ ãðàíèöà îáëàñòè G è ôóíêöèÿ H.
Ýòó çàäà÷ó ìîæíî îòíåñòè ê ïðîáëåìå îïòè÷åñêîé òîìîãðàôèè, â êîòîðîé òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü

ãðàíèöû ðàçäåëà ñðåä ïî çàäàííîìó èçëó÷åíèþ H, âûõîäÿùåìó èç ñðåäû G [1,2].
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Îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé, âõîäÿùèõ â óðàâíåíèå (1), ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî: µ(r), µs(r) ∈ Cb(G0), J(r, ω) ∈
Cb(G0 ×Ω), ãäå Cb(X) � ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ è íåïðåðûâíûõ íà ìíîæåñòâå X ôóíêöèé ñ íîð-
ìîé ‖f‖ = sup

x∈X
|f(x)|. Ïóñòü µs ≥ 0 íà G0 , à µ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó: 0 < µ ≤ µ(r) ≤ µ, ãäå

µ, µ = const. Ôóíêöèÿ g � íåîòðèöàòåëüíàÿ, îãðàíè÷åííàÿ è íåïðåðûâíàÿ íà G0× [−1, 1], è óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ íîðìèðîâêè

∫
Ω

g(r, ω · ω′)dω′ = 1. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ h(z, ω) â óñëîâèè (2)

ïðèíàäëåæèò Cb(Γ−) è íåîòðèöàòåëüíàÿ, à îïåðàòîð B̂ â óñëîâèè ñîïðÿæåíèÿ (3) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé
êîìáèíàöèåé îïåðàòîðîâ ñîïðÿæåíèÿ ôðåíåëåâñêîãî òèïà B̂fr è äèôôóçíîãî B̂d, òî åñòü

(B̂φ)(z, ω) = βfr(z, ω)(B̂frφ)(z, ω) + βd(z, ω)(B̂dφ)(z, ω). (5)

Â ñîîòíîøåíèè (5) îïåðàòîð B̂fr çàäàåòñÿ ôîðìóëîé [3]:

(B̂frf
+)(z, ω) = R(z, ν)f+(z, ωR) + T (z, ν)f+(z, ωT ). (6)

Çäåñü
ωR = ω − 2νn, ωT = ψ(z, ν)n+ κ̃(z, ν)(ω − νn), ν = ω · n(z), (7)

κ̃(z, ν) =

{
κi/κj , åñëè z ∈ ∂Gi ∩ ∂Gj , 0 < ν(z) ≤ 1,
κj/κi, åñëè z ∈ ∂Gi ∩ ∂Gj , −1 ≤ ν(z) < 0,

ψ(z, ν) =

{
sgn(ν)

√
1− κ̃2(z, ν)(1− ν2), åñëè 1− κ̃2(z, ν)(1− ν2) ≥ 0,

0, èíà÷å,
(8)

R(z, ν) =
1
2
(R2

‖(z, ν) +R2
⊥(z, ν)), T (z, ν) =

1
2
(T 2
‖ (z, ν) + T 2

⊥(z, ν))
κ̃(z, ν)ν
ψ(z, ν)

, (9)

ãäå êîíñòàíòû κi îáîçíà÷àþò ïîêàçàòåëè ïðåëîìëåíèÿ ñðåä Gi è

R‖(z, ν) =
κ̃(z, ν)ψ(z, ν)− ν

κ̃(z, ν)ψ(z, ν) + ν
, R⊥(z, ν) =

ψ(ν)− κ̃(ν)ν
ψ(z, ν) + κ̃(z, ν)ν

, (10)

T‖(z, ν) =
2ψ(z, ν)

κ̃(z, ν)ψ(z, ν) + ν
, T⊥(z, ν) =

2ψ(z, ν)
ψ(z, ν) + κ̃(z, ν)ν

. (11)

Âåêòîðà ωR(èëè ωT ) õàðàêòåðèçóþò íàïðàâëåíèå ïîòîêà èçëó÷åíèÿ ïàäàþùåãî íà ïîâåðõíîñòü ∂Gj è â
ðåçóëüòàòå çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ (èëè ñîîòâåòñòâåííî ïðåëîìëåíèÿ ïî çàêîíó Ñíåëëèóñà ìåíÿþùåãî
ñâîå íàïðàâëåíèå íà ω. Êîýôôèöèåíòû R è T â (6) õàðàêòåðèçóþò îòðàæàòåëüíóþ è ïðîïóñêàòåëüíóþ
ñïîñîáíîñòü ãðàíèöû ðàçäåëà ñðåä Gi è Gj ïðè ôðåíåëåâñêîì îòðàæåíèè (ïðåëîìëåíèè) äëÿ íåïîëÿ-
ðèçîâàííîãî èçëó÷åíèÿ.

Îïåðàòîð B̂d â (5), îïèñûâàþùèé äèôôóçíîå îòðàæåíèå, èìååò âèä

(B̂dφ)(z, ω) =
∫
Ω

gd(z, ω, ω′)φ(z, ω′)dω′, (12)

ãäå ôóíêöèÿ gd(z, ω, ω′), íàçûâàåìàÿ èíäèêàòðèñîé îòðàæåíèÿ, îãðàíè÷åíà è íåïðåðûâíà íà γ ×Ω×Ω
è äëÿ âñåõ (z, ω) ∈ γ × Ω óäîâëåòâîðÿåò òî÷íî òàêîìó æå óñëîâèþ íîðìèðîâêè, ÷òî è ôóíêöèÿ g.
Ôóíêöèè βfr, βd ∈ Cb(γ×Ω), (βfr(z, ω), βd(z, ω) ≥ 0, βfr(z, ω)+βd(z, ω) ≤ 1) îïðåäåëÿþò ôðåíåëåâñêóþ
è äèôôóçíóþ ñîñòàâëÿþùóþ â îòðàæåííîì ñâåòå.

Ïóñòü ëó÷è Lr,ω = {r + ωt : t > 0} è Lr,−ω = {r − ωt : t > 0} ïðè ëþáûõ (r, ω) ∈ G0 × Ω ïåðåñåêàþò
∂G0 â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê zi(r, ω) = r + ti(r, ω)ω, i = 1, ..., q(r, ω), è zi(r,−ω) = r − ti(r,−ω)ω, i =
1, ..., q(r,−ω), ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ êðàòêîñòè ÷åðåç d(r, ω) áóäåì îáîçíà÷àòü ðàññòîÿíèå îò òî÷êè r äî
âíåøíåé ãðàíèöû ∂G â íàïðàâëåíèè ω, òî åñòü d(r, ω) = tq(r,ω)(r, ω).
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: [f ]ω′(r, ω) = lim
ε→0+

(f(r + εω′, ω) − f(r − εω′, ω)) = f(r + 0ω′, ω) − f(r − 0ω′, ω),

Âåëè÷èíà [f ]ω′(r, ω) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåëè÷èíó ðàçðûâà ôóíêöèè f â òî÷êå (r, ω) ïî ïåðåìåííîé r è
â íàïðàâëåíèè ω′.

Ïóñòü Ω1(r), r ∈ G0 îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî åäèíè÷íîé ñôåðû, òàêîå, ÷òî ôóíêöèÿ t1(r,−ω) íåïðå-
ðûâíà íà G0×Ω1(r); ìíîæåñòâî Ω+

1 (z), z ∈ ∂G0 ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ ω ∈ Ω1(r) äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò
r ∈ G0 è ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå z = r + t1(r, ω)ω, ïðè÷åì ôóíêöèÿ t1(r, ω) : G0 × Ω → R, íåïðå-
ðûâíà â òî÷êå (r, ω). Ïðè ñôîðìóëèðîâàííûõ âûøå îãðàíè÷åíèÿõ íà ãëàäêîñòü ∂G0, èç [1] ñëåäóåò, ÷òî
ôóíêöèÿ t1(r,±ω) íåïðåðûâíà äëÿ âñåõ (r, ω) ∈ G0 × Ω òàêèõ, ÷òî îòðåçîê {r ± tω, 0 ≤ t ≤ t1(r,±ω)}
íå ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì ê ïîâåðõíîñòè ∂G0 â òî÷êå r ± t1(r,±ω)ω. Èìåÿ ââèäó âûøå ñêàçàííîå, ìû
ìîæåì äàòü êîíñòðóêòèâíîå îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâ Ω1(r) Ω+

1 (r). Ñ ýòîé öåëüþ ïîëîæèì:

Ω1(r) = {ω ∈ Ω : n(z) · ω 6= 0, ãäå z = r − t1(r,−ω)ω},

Ω+
1 (z) = {ω ∈ Ω1(r) : ãäå r ∈ G0, z = r + t1(r, ω)ω(z), n(z) · ω 6= 0}. (13)

Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå Ω1(r), ïîñòðîèì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ìíîæåñòâ äëÿ i = 1, 2, ...:

Ω+
i (z) = {ω ∈ Ωi(r) : r ∈ G0, z = r + t1(r, ω)ω, n(z) · ω 6= 0}, z ∈ γ, (14)

Ω−i (z) =
{
ω ∈ Ω : ωR(z, ω) ∈ Ω+

i (z) ïðè óñëîâèè βfr(z, ω) 6= 0,
ωT (z, ω) ∈ Ω+

i (z) ïðè óñëîâèÿõ βfr(z, ω), T (z, ω) 6= 0
}
, z ∈ γ, (15)

Ωi+1(r) = {ω ∈ Ωi(r) : ωR(z, ω), ωT (z, ω) ∈ Ω−i (z), z = r − t1(r,−ω)ω}, r ∈ G0. (16)

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ âñåõ r ∈ G0 èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ Ω1(r) ⊇ Ω2(r) ⊇ Ω3(r).... Èç
îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ âûòåêàåò, ÷òî t1(r,−ω), èìåþùàÿ íåíóëåâîé ðàçðûâ [t1]ω′ â íåêîòîðîé
òî÷êå (r∗, ω∗), (ω∗ 6= ω′), èìååò åãî è äëÿ âñåõ (r′, ω∗) òàêèõ, ÷òî r′ ëåæèò íà ëó÷å Lr∗,−ω∗ . Ïîýòîìó
G×Ω2(r) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè t1(r,−ω), â êîòîðîì ïîìèìî òî÷åê åå
ðàçðûâà, óäàëåíû òàêæå òàêèå òî÷êè (r′, ω′′), ÷òî r′ ëåæèò íà ëó÷àõ Lr,ω′′ , îáðàçîâàííûõ â ðåçóëüòàòå
"çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ è ïðåëîìëåíèÿ ïî çàêîíó Ñíåëëèóñà ðàçðûâîâ îò ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ñðåä".
Ìíîæåñòâî G × Ω3(r) ïîëó÷àåòñÿ èç G × Ω1(r), óäàëåíèåì òî÷åê, êîòîðûå ïîÿâëÿþòñÿ â ðåçóëüòàòå
"îäíîêðàòíûõ è äâóõêðàòíûõ ïåðåîòðàæåíèé" ðàçðûâîâ ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ t1.

Ïóñòü Ω0(r) = lim
n→∞

Ωn(r) è áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî Ω0(r) òàêæå îòêðûòîå ìíîæåñòâî, è Ω0(r) =

Ω, mes2(∂Ω0(r)) = 0, ãäå ÷åðåç ñèìâîë mesn îáîçíà÷åíà ìåðà Ëåáåãà â Rn. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî
D(G0 × Ω0(r)) â êîòîðîì èùåòñÿ ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è.

Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(r, ω) ∈ D(G0 × Ω0(r)) åñëè: ïðè ëþáûõ (r, ω) ∈
G0 × Ω0(r) ôóíêöèÿ f(r + tω, ω) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà ïî ïåðåìåííîé t, t ∈ (−t1(r,−ω), t1(r, ω)] è
ôóíêöèè f, ω · ∇rf ∈ Cb(G0 × Ω0(r)).

Èìååò ìåñòî
Òåîðåìà 1.Ïóñòü îïåðàòîð ñîïðÿæåíèÿ B̂ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (5), è βfr(z, ω)+βd(z, ω) ≤

const < 1, òîãäà ïðÿìàÿ çàäà÷à (1),(2),(3) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå f ∈ D(G0 × Ω0).
Ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ îáðàòíîé çàäà÷è è ðàññìîòðèì ñëó÷àé êîãäà ðàçáèåíèå îáëàñòè G, ñîñòîèò èç

äâóõ îáëàñòåé G1 è G2 (G0 = G1 ∪ G2), ïðè÷åì G1 � ñòðîãî âûïóêëàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé è
G1 ⊂ G.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü èìååòñÿ äâà êîìïëåêòà ôóíêöèé è îïåðàòîðîâ {µ(i), µ
(i)
s , g(i), J (i), h(i), B̂(i)}, i =

1, 2. Êàæäîìó èç íèõ ñîîòâåòñòâóþò äâà ðåøåíèÿ f (1)(r, ω), f (2)(r, ω) ïðÿìîé çàäà÷è (1)-(3) äëÿ ïåð-
âîãî è âòîðîãî êîìïëåêòà ñîîòâåòñòâåííî è îäíîé è òîé æå ïîâåðõíîñòè ∂G. Îïåðàòîð ñîïðÿæåíèÿ

èìååò âèä (5), ïðè÷åì 0 < β
(i)
fr (z, ω) < 1 äëÿ âñåõ (z, ω) ∈ γ(i)×Ω, β(i)

d (z, ω) → 0 ïðè n(z) ·ω → 0. Ôóíê-
öèè h(i) � ïîëîæèòåëüíûå. Åñëè f (1)(r+d(r, ω)ω, ω) = f (2)(r+d(r, ω)ω, ω) ïðè âñåõ ω = (ω1, ω2, 0) ∈ Ω
è ëþáîì r ∈ G(1)

0 ∩G(2)
0 ∩ P = {r3 = const}, òîãäà γ(1) = γ(2) â ïëîñêîñòè P.
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Òåîðåìà 2 ñîäåðæèò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà îïåðàòîð ñîïðÿæåíèÿ, ãàðàíòèðóþùèå åäèíñòâåííîñòü
ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è. Åäèíñòâåííîñòü èìååò ìåñòî è ïðè áîëåå ñëàáûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà èñõîäíûå
äàííûå çàäà÷è. Îäíàêî, ýòè îãðàíè÷åíèÿ î÷åíü ãðîìîçäêè è èõ òðóäíåå ïðîâåðèòü ïðàêòè÷åñêè.

Ðàññìîòðèì äâà òåñòîâûõ ïðèìåðà îòðàæàþùèõ ñïåöèôèêó ðàáîòû ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ
îáðàòíîé çàäà÷è. Âñå òåñòîâûå ïðèìåðû ïðîâîäèëèñü â äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå ïî çàäàííûì õàðàê-
òåðèñòèêàì ñðåäû è èñòî÷íèêàì èçëó÷åíèÿ, ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî, íàõîäèëîñü âûõîäÿùåå èç ñðåäû
èçëó÷åíèå H(z, ω). Íà âòîðîì ýòàïå ïî çàäàííîé ôóíêöèè H(z, ω) íàõîäèëàñü ðåêîíñòðóêöèÿ îáëàñòè
G â ñå÷åíèè r3 = 0. Ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëüíûõ äàííûõ ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî îïåðàòîð ñîïðÿæåíèÿ
èìååò âèä B̂ = 0.9B̂fr è ìîäåëèðóåò ïðåëîìëåíèå è îòðàæåíèå ïî çàêîíàì Ôðåíåëÿ ñ íåáîëüøèì ïî-
ãëîùåíèåì íà ãðàíèöå. Ðàññåÿíèå â ñðåäå ïðåäïîëàãàëîñü èçîòðîïíûì, èñòî÷íèê âíåøíåãî èçëó÷åíèÿ
ñëàáîêîëëèìèðîâàííûì, à âíóòðåííèå èñòî÷íèêè îòñóòñòâîâàëè.

Ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ âíóòðåííåé ñòðóêòóðû îáëàñòè G â ñå÷åíèè r3 = 0 ïðåäñòàâëåíû â
ãðàôè÷åñêîé ôîðìå â âèäå òîìîãðàìì (ñì. ðèñ. 1). Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ òîìîãðàìì âûãëÿäåë ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Ñå÷åíèå îáëàñòè G ïëîñêîñòüþ r3 = 0 ïîêðûâàåòñÿ ðàâíîìåðíîé ñåòêîé {rij =
(r1i, r2j , 0), i, j = 1, .., 400}. Â êàæäîì èç óçëîâ ñåòêè rij , äëÿ âñåâîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé, âû÷èñëÿåòñÿ
ôóíêöèÿ [H]ω⊥(rij + d(rij , ω)ω, ω) � âåëè÷èíà ðàçðûâà ôóíêöèè H â íàïðàâëåíèè ω⊥, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíîì ê ω. Åñëè äëÿ êàêîãî-òî íàïðàâëåíèÿ îêàçûâàåòñÿ, ÷òî |[H]ω⊥(rij + d(rij , ω)ω, ω)| > ε, ãäå ε
äîñòàòî÷íî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, òî â ýòîé òî÷êå ïîëàãàåòñÿ Ind(rij) = 1, èíà÷å Ind(rij) = 0.
Çíà÷åíèÿ ñåòî÷íîé ôóíêöèè Ind(rij) îòîáðàæàþòñÿ íà ýêðàíå â âèäå öâåòîâîé äèàãðàììû.

Òåñò 1. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îáëàñòü G ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé øàð åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â
íà÷àëå êîîðäèíàò. Ðàçáèåíèå G0 ñîñòîèò èç äâóõ îáëàñòåé: G1 � ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé øàð ðàäèóñà 0.3 ñ
öåíòðîì â òî÷êå (0.4, 0.4, 0) è G2 = G\G1. Ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èìåþò
âèä: µ(r) = 1.3; 1, µs(r) = 1.2; 0.9, κ(r) = 1.2; 1 ïðè r ∈ G1;G2, ñîîòâåòñòâåííî.

(a) (b) (c)

Ðèñ. 1: Íà ðèñóíêå äëÿ ïåðâîãî òåñòîâîãî ïðèìåðà ïðèâåäåíû ñîîòâåòñòâåííî, îðèãèíàë ñå÷åíèÿ,
åãî òîìîãðàììà è âèçóàëèçàöèÿ îáëàñòè G1 â ïåðïåíäèêóëÿðíîì ê ñå÷åíèþ íàïðàâëåíèè.

Íà ðèñ. 1a-c ïðèâåäåíû, ñîîòâåòñòâåííî, îðèãèíàë ñå÷åíèÿ, åãî âîññòàíîâëåíèå ïðåäëîæåííûì ìåòî-
äîì è âèçóàëèçàöèÿ îáëàñòè G1 â íàïðàâëåíèè ω0 = (0, 0,−1) íà ýêðàíå, ïðåäñòàâëÿþùåì ñîáîé ÷àñòü
ïëîñêîñòè r3 = −0.35. Âèçóàëèçàöèÿ, ïðèâåäåííàÿ íà ðèñ. 1c äåìîíñòðèðóåò, ÷òî ïðèìåíåíèå ïðåäëî-
æåííîãî ìåòîäà, ïîðîé (áîëüøàÿ îïòè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü, ñèëüíîå ðàññåÿíèå) äàåò ëó÷øèå ðåçóëüòàòû,
÷åì ïðîñòî èçîáðàæåíèå, ñíÿòîå íà ïðÿìîé âèäèìîñòè. Òàêèì îáðàçîì, íàáëþäàåòñÿ äîñòàòî÷íî õîðî-
øåå ñîãëàñîâàíèå ìåæäó òåîðèåé è ÷èñëåííûì ýêñïåðèìåíòîì.

Â ñëó÷àå äâóõ è áîëåå âêëþ÷åíèé ïðåäëîæåííûé ìåòîä, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îáÿçàí ðàáîòàòü. Â
÷àñòíîñòè, ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî äëÿ òî÷åê âíóòðè ëþáîãî èç âêëþ÷åíèé âñåãäà íàéäóòñÿ íàïðàâëåíèÿ
êàñàòåëüíûå ê äðóãîìó âêëþ÷åíèÿ, êîòîðûå áóäåò äàâàòü ðàçðûâ ðåøåíèÿ íà ãðàíèöå. Îäíàêî, äëÿ
òî÷åê âíóòðè âêëþ÷åíèÿ, êîëè÷åñòâî òàêèõ íàïðàâëåíèé áóäåò ìåíüøå ÷åì âî âíåøíîñòè. Â ñâÿçè
ñ ýòèì âîçìîæíà äàëüíåéøàÿ ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà, çàêëþ÷àþùàÿñÿ â òîì, ÷òîáû ïðè ïîñòðîåíèè
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ñåòî÷íîé ôóíêöèè Ind(rij) ïðèñâàèâàòü åé çíà÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå êîëè÷åñòâó íàïðàâëåíèé, äëÿ
êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå |[H]ω⊥(rij + d(rij , ω)ω, ω)| > ε. Ïðè ïîñëåäóþùåì îòîáðàæåíèè ôóíêöèè
Ind(rij) íà öâåòîâîé äèàãðàììå âêëþ÷åíèÿ äîëæíû îòëè÷àòüñÿ ïî öâåòó îò âíåøíîñòè. Äëÿ ïðîâåðêè
äàííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ áûë ïðîâåäåí ñëåäóþùèé ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò.

Òåñò 2. Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî îáëàñòü G ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé øàð åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â íà-
÷àëå êîîðäèíàò. Ðàçáèåíèå G0 ñîñòîèò èç òðåõ îáëàñòåé: G1, G2 � ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé øàðû ðàäèóñà 0.3
ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ (±0.4,±0.4, 0), à G3 = G\(G1 ∪G2). Êîýôôèöèåíòû èìåþò âèä: µ(r) = 0.5; 0.2; 0.1,
µs(r) = 0.4; 0.19; 0.09, κ(r) = 1.6; 1; 1.4 ïðè r ∈ G1;G2;G3, ñîîòâåòñòâåííî.

(a) (b) (c)

Ðèñ. 2: Íà ðèñóíêå äëÿ âòîðîãî òåñòîâîãî ïðèìåðà ïðèâåäåíû ñîîòâåòñòâåííî, îðèãèíàë ñå÷åíèÿ,
åãî òîìîãðàììà è âèçóàëèçàöèÿ îáëàñòåé G1, G2 â ïåðïåíäèêóëÿðíîì ê ñå÷åíèþ íàïðàâëåíèè.

Íà ðèñ. 2a-c ïðèâåäåíû, ñîîòâåòñòâåííî, îðèãèíàë ñå÷åíèÿ, åãî âîññòàíîâëåíèå, à òàêæå âèçóàëèçà-
öèÿ îáëàñòåé G1, G2 â íàïðàâëåíèè ω0 = (0, 0,−1) íà ýêðàíå, ïðåäñòàâëÿþùåì ñîáîé ÷àñòü ïëîñêîñòè
r3 = −0.35. Ïðîêîììåíòèðóåì ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííîãî ýêñïåðèìåíòà. Êàê âèäíî èç ðèñ. 2b, íà òî-
ìîãðàììå ïðîÿâèëèñü îáà âêëþ÷åíèÿ, ïðè ýòîì ãðàíèöû äàííûõ âêëþ÷åíèé îêàçàëèñü âûäåëåííûìè
òåìíûì öâåòîì. Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî, ñêîðåå âñåãî, ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî äëÿ òî÷åê ri,j , íàõîäÿùèõñÿ
âîçëå ãðàíèö âêëþ÷åíèé, ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ìíîãî íàïðàâëåíèé áëèçêèõ ê êàñàòåëüíûì äëÿ óêà-
çàííûõ ïîâåðõíîñòåé, ÷òî ñêàçûâàåòñÿ íà çíà÷åíèÿõ ôóíêöèè Ind(rij). Ïðè âîññòàíîâëåíèè âêëþ÷åíèÿ
G2 ïðîÿâèëñÿ "àðòåôàêò" â âèäå äîïîëíèòåëüíîé ãðàíèöû, âûäåëåííîé òåìíûì öâåòîì. Îòìåòèì, ÷òî
ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ ïðîÿâëÿåòñÿ è íà âèçóàëèçàöèè îáëàñòè G (ñì. ðèñ. 2c). Òàêàÿ êàðòèíà, âåðîÿòíî,
ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî äëÿ îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèé ω, ïðîèñõîäèò ïîëíîå âíóòðåííåå îòðàæåíèå ïîòîêà
èçëó÷åíèÿ, ïðè ïàäåíèè åãî èç îáëàñòè G3 íà ãðàíèöó ðàçäåëà ñ îáëàñòüþ G2. Ïðè ýòîì, ïî ìåðå ïðè-
áëèæåíèÿ âåëè÷èíû ν = ω · n(z) ê êîñèíóñó óãëà ïîëíîãî âíóòðåííåãî îòðàæåíèÿ, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
ïåðåíîñà ìåíÿåòñÿ î÷åíü áûñòðî, òàê ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñêà÷êîâ [H]ω⊥(rij + d(rij , ω)ω, ω) â òàêèõ
íàïðàâëåíèÿõ òðåáóåòñÿ î÷åíü ïîäðîáíàÿ ñåòêà.
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