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Среди задач оптимального управления нелинейными бесконечномерными системами особую сложность представляют те, в которых отсутствуют теоремы об однозначной разрешимости уравнений состояния [1], [2]. Критерий оптимальности при этом минимизируется на множестве таких пар управлений и состояний, при которых уравнение имеет смысл. В виду того, что множество допустимых пар обладает чрезвычайно сложной структурой, использование стандартных методов оптимизации, основанных на варьировании управления, здесь не представляется возможным. В этих условиях обычно применяют метод штрафа. Хотя получаемые в результате необходимые условия оптимальности сохраняют стандартную форму [1], [2], они не выводятся из абстрактного условия экстремума, включающего производную минимизируемого функционала. Можно предположить, что методы оптимизации для сингулярных систем всё же допускают интерпретацию с позиций общей теории экстремума, а в соответствующих условиях экстремума неявно присутствует какая-то иная форма производной. 

Рассматривается непрерывно дифференцируемый оператор 
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, где Y является банаховым пространством, а пространство V – гильбертово. Система описывается уравнением 
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где v – управление, y – состояние системы. Определим непустое множество W допустимых пар рассматриваемой системы, состоящих из таких пар 
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 пространства 
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, которые удовлетворяют равенству (1). Управляемая система регулярна, если для любого управления 
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 уравнение (1) имеет единственное решение 
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, и сингулярна в противном случае.

Задается функционал I на U в соответствии с равенством 
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 где J и K – непрерывно дифференцируемые функционалы, определенные на пространствах V и Y. 

Задача P. Найти допустимую пару, минимизирующую функционал I на множестве W.

Предполагается, что эта задача имеет решение 
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. В регулярном случае решение уравнения (1) определяется по формуле 
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 Теперь задача Р сводится к минимизации функционала 
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 в пространстве V. Необходимым условием его минимума в точке 
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 является условие стационарности
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Тогда получение условий оптимальности в регулярном случае сводится к дифференцированию функционала L. При дифференцируемости по Гато зависимости решения уравнения от управления функционал L имеет в этой точке производную 
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 Тогда справедлива 
Теорема 1. Если производная 
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 обратима, то для того, чтобы пара 
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 была решением задачи Р в регулярном случае, необходимо, чтобы выполнялись равенства
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В сингулярном случае эта методика не пригодна, поскольку получение условия экстремума для минимизации функционал L на множестве W оказывается непосильной задачей ввиду того, что структура этого множества чрезвычайно сложна и заранее не известна. Вследствие этого используется метод штрафа, не требующий явного знания множества W. Пусть выполнены дополнительные ограничения, реализуемые для достаточно широкого класса задач [1]:

Условие А. Справедливо равенство 
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 для всех 
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 есть линейная непрерывная биекция, а 
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 – непрерывный ограниченный оператор, причем пространство Y вложено компактно в Z.

Условие В. Справедливо равенство 
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 норма берется в пространстве V, а K – ограниченный снизу коэрцитивный функционал на Z. 

В соответствии с методом штрафа определим функционал
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где 
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. Ставится следующая вариационная задача:
Задача P( . Найти точку 
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 минимизирующую функционал I( в пространстве U.

Нетрудно установить, что она имеет решение 
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 Сходимость метода штрафа дает 
Теорема 2. При выполнении условий А, В и 
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 имеем сходимость 
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, 
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 в U.

Для решения задачи P(  минимизации гладкого функционала легко устанавливается 

Теорема 3. При выполнении условий А,В решение задачи P( характеризуется соотношениями
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Для перехода к пределу требуется дополнительное ограничение:

Условие С. Семейство 
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 ограничено в пространстве V.

Справедливо следующее утверждение:
Теорема 4. При выполнении условий А, В, С решение задачи P для сингулярного случая справедливы утверждения теоремы 1.

Итак, в сингулярном случае могут быть получены условия оптимальности в той же форме, что и в регулярном случае. Однако если в регулярном случае эти соотношения являются прямым следствием абстрактного условия экстремума (2), то в сингулярном случае мы не имеем такой интерпретации. Покажем, что подобная интерпретация все-таки существует, но требует использования более общей формы дифференцирования  [3], [4].
Рассмотрим банахово пространство U с точкой u0. Определим семейство ( последовательностей {Ik} функционалов на U таких, что существуют такие окрестность OI точки u0 и последовательность 
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 на U, что для любого номера k функционал Ik дифференцируем по Гато в 
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, последовательность 
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 сходится равномерно по u(OI, причем пределы последовательностей 
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 совпадают. Зададим на ( эквивалентность , считая условие 
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 выполненным, если последовательность 
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 сходится к нулю равномерно по 
[image: image44.wmf]()

IJ

uOO

ÎÇ

. Тогда последовательности 
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 имеют один и тот же предел. Введем фактормножество 
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. Пусть Т есть множество всевозможных функционалов на U, дифференцируемых по Гато в точке u0. Для любого 
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 зададим последовательность {Ik}, все элементы которой равны I. Задавая окрестность OI произвольно и полагая 
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, установим включение {Ik}((. Определим оператор 
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, выбирая в качестве ((I) класс эквивалентности по отношению  с представителем {Ik}. Введем множество ТS=((Т), элементы которого представляет собой классы эквивалентности семейства ( по отношению , включающие в себя стационарную последовательность. 
Пусть {Ik} есть последовательность операторов семейства (, являющаяся представителем некоторого класса эквивалентности 
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. Тогда существует такая окрестность OI точки u0, что имеет место равномерная по u(OI сходимость 
[image: image52.wmf]{()}

k

Iu

. Для любой другой последовательности 
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(IS выполняются аналогичные условия со своей окрестностью OJ. Из-за эквивалентности {Ik} и {Jk} на пересечении 
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 пределы 
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 совпадают. Функционалы Ik и Jk дифференцируемы в некоторых точках 
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 равны, а значит, определяются самим значением IS. Обозначим через 
[image: image61.wmf]()

DI

 множество всех точек 
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, для которых существует такая последовательность {Ik} класса IS, что имеет место сходимость 
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. Оно однозначно определяется IS и включает u0. Введем функционал I на 
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, выбирая в качестве 
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 предел последовательности 
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 не зависит от выбора последовательности из IS, причем 
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 задается функционал I на 
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, определенный в точке u0. Множество всех таких функционалов обозначим через 
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, а его элементы назовем секвенциально дифференцируемыми функционалами в точке u0. Эта схема определяет оператор 
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 согласно равенству 
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 Оператор 
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 обратим, причем 
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 где ( есть каноническое вложение множества Т в 
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Любой дифференцируемый функционал секвенциально дифференцируем. Однако те элементы 
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 на объекты из 
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, не ассоциирующиеся со стационарными последовательностями, не принадлежат множеству Т. Секвенциально дифференцируемым оказывается такой функционал I, что для любой точки u из области его определения, существует такой оператор Ik, дифференцируемый в некоторой точке 
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Рассмотрим класс D всех линейных непрерывных функционалов на U, являющихся производными функционалов из Т, и семейство 
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 последовательностей из D. Введем на 
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 эквивалентность 
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 выполненным, если существуют такие последовательности {Ik} и {Jk} из (, эквивалентные в смысле (, что для соответствующих последовательностей точек дифференцируемости 
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. Элементы фактормножества 
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 назовем секвенциальными производными в точке u0. Любому 
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 можно сопоставить его секвенциальную производную 
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 в точке u0, представляющую собой класс эквивалентности по отношению 
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, где {Ik} – последовательность операторов, определяющая IS, а 
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 – соответствующие точки дифференцируемости. Элементы 
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 можно интерпретировать как линейные непрерывные операторы, определенные в пространстве V.
Любому функционалу 
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 сопоставим его производную 
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 класса D, определив оператор дифференцирования 
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 согласно равенству 
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 Для любого 
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 секвенциальная производная 
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 образована последовательностями производных, эквивалентных в смысле 
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 стационарной последовательности с элементом 
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 последовательностей производных функционалов, которые содержат стационарные последовательности. Тогда существует биекция 
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 между классом обычных производных D и подмножеством 
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 секвенциальных производных, которая сопоставляет производной 
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 класс эквивалентности в смысле 
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 стационарной последовательности с элементом 
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 дифференцируемого функционалов I можно сопоставить секвенциальную производную 
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 согласно равенству 
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. Отметим, что секвенциальная производная определена не только на множестве ТS, изоморфном классу Т дифференцируемых функционалов в данной точке, но и на всем множестве 
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Определение. Секвенциальной производной 
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 функционала I класса 
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 в точке u0 назовем секвенциальную производную 
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Любому секвенциально дифференцируемому функционалу сопоставляется секвенциальная производная, определенная на том же пространстве, причем секвенциальная производная дифференцируемого функционала с точностью до изоморфизма совпадает с его обычной производной. Если функционал класса 
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 с точностью до изоморфизма представляет собой класс эквивалентности последовательностей дифференцируемых функционалов, то его секвенциальная производная есть класс эквивалентности последовательностей соответствующих производных. Это понятие аналогично производной обобщенной функции в секвенциальной теории распределений [5].
Рассмотрим задачу минимизации функционала I в пространстве U. Если он дифференцируем по Гато, то необходимым условием его экстремума в точке 
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 Пусть в отсутствии дифференцируемости существует семейство дифференцируемых функционалов 
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. Если задача минимизации функционала Ik имеет решение uk, то справедливо условие стационарности 
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 Очевидно,  функционал I секвенциально дифференцируем в точке 
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Обозначим через 
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¡

 множество всех сходящихся числовых последовательностей {rk}. Две таких последовательности эквивалентны в смысле 
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, если они имеют один и тот же предел. Обозначим 
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. Учитывая, что последовательность функционалов 
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 принадлежит классу (, определим отображение 
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, выбирая в качестве 
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 класс эквивалентности последовательности 
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 Структура порядка на 
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 получается путем переноса туда естественного порядка множества действительных чисел с помощью соответствующего оператора. Рассмотрим задачу минимизации 
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 на множестве U. 

Теорема 5. Функционал I имеет минимум в точке 
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 тогда и только тогда, когда 
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достигает минимума в той же точке.

Согласно лемме 2 условия экстремума для I и 
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 будут одними и теми же. Тогда справедлива 

Теорема 6. Решение задачи минимизации I в пространстве U  удовлетворяет равенству 
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                                                                   (5)
Покажем, что условия оптимальности для задачи Р непосредственно следуют из теоремы 5. Действительно, мы имеем дело с последовательностью дифференцируемых функционалов 
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 определенных на всем пространстве U, причем имеет место сходимость 
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. Отсюда и из равенства 
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, вытекающего из включения 
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 следует секвенциальная дифференцируемость функционала I. Однако если в теореме 6 речь идет о безусловном экстремуме функционала, то в задаче Р функционал минимизируется на собственном подмножестве W пространства U. Тем не менее, справедлива 

Теорема 7. Пусть 
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 есть точка минимума функционала I на подмножестве W пространства U, а 
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 – точка минимума функционала 
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 в пространстве U,  
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 причем функционал 
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 дифференцируем по Гато в точке 
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, и при 
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 имеет место сходимость 
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 в U  и 
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 Тогда имеет место равенство (5).
Действительно, необходимым условием экстремума функционала 
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 в точке 
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 является равенство 
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 Тогда величина 
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, представляющая собой соответствующий класс эквивалентности для 
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, обращается в нуль, и справедливо условие стационарности (5).

Из теорем 6 и 2 непосредственно вытекает

Следствие. При выполнении условий А и В решение 
[image: image170.wmf]0
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 задачи P для сингулярного случая удовлетворяет равенству (5).
Условие оптимальности для задачи Р в регулярном случае были выведены из абстрактного условия экстремума (2). В сингулярном случае также получается общее условие стационарности (5), следствием которого служат полученные ранее соотношения. Тем самым мы не просто дали формализацию метода штрафа, но и показали, что он не выводит за пределы общего принципа применения дифференциального исчисления в теории экстремума, будучи средством вычисления секвенциальной производной минимизируемого функционала.
В качестве примера рассмотрим в открытой ограниченной трехмерной области ( однородную задачу Дирихле для уравнения
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Эта задача может иметь не единственное решение (см. [1], с. 262), вследствие чего рассматриваемая управляемая система является сингулярной.

Определим пространства 
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 а также оператор А на Y с помощью равенства 
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 Тогда для любого 
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 выполнено включение 
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. Следовательно, данное уравнение приводится к виду (1), причем множество допустимых пар W для рассматриваемой системы не пусто. В пространстве 
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 определим функционал
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где 
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 Ставится следующая оптимизационная задача ([1], с. 261). 

Задача Q. Найти допустимую пару, минимизирующую функционал I на множестве W.

Нетрудно убедиться что для нее выполнены условия 
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. В соответствии с методом штрафа введем функционал
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Задача Q( . Найти пару 
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 минимизирующую функционал I( в пространстве U.

Очевидно, эта задача разрешима, причем из теоремы 2 следует, что при 
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 в U, где 
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 – решение задачи Q. Пользуясь теоремой 3, установим, что решение 
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задачи Q(  характеризуется соотношениями
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Таким образом, решение задачи Q удовлетворяет равенству (5),  где секвенциальная производная функционала I в этой точке представляется собой класс эквивалентности по отношению 
[image: image191.wmf]D

s

 семейства 
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. Тогда решение задачи Q характеризуется соотношениями
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Аналогичным способом исследуются другие оптимизационные задачи, рассмотренные в [1], причем при наличии ограничений на управления можно воспользоваться секвенциальным аналогом вариационных неравенств. Описанная методика остается в силе и для более сложных экстремальных задач, выходящих за пределы теории, описанной в [1], [2]. В [3], [4] она применяется для анализа задач оптимизационных задач для регулярных уравнений с негладкой нелинейностью.
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