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ÐÒÑlÓ
Ô�Õ
Ö�×pÑlÓ
Ø�Ø�Ù^Ó3Ö�Ñ�Ú�Û�Ó
×:Ö�Ø�Ü¨Õ�Ô
ÑlÓ3Ö�ÝlÓ3ÜÏÞ�Ó�ß�Ó�àlÓ¶á%ß�âKÜãØ:Ö�Ó3ä�ÚKÕ
ÝlÓ3Ñ�ÝKÕ
å�Õ�á(Ù$Õ
ÝKÕ
æ�ÝK×:Ñ�å
×:Ö�ÚKàK×�Ø:ç¶Õ
å
Õ>è)ÑlÓ3Û�ÝK×:Ý�Ú�Ü
é ×:ÑK×:ÝKÕ�Ø
Ó&Ú�Þ:âKè)àl×�ÝKÚ�ÜAÛ\Ø�âlÕ
ÚKØ:Ö�Õ
êëØ:ÑK×�ßl×�áKÚKÙ$×:ìîí&×�å
Õ�Û�Ú¶ßkï

ν
∂

∂z
f(z, ν, ϕ) + µ(z)f(z, ν, ϕ) = µs(z)

2π∫

0

1∫

−1

g(z, χ)f(z, ν ′, ϕ′)dν ′dϕ′ + J(z, ν, ϕ). ð1ñ�ò
ó ßl×�Ø:ô

f(z, ν, ϕ)
Ú�Ý�Ö�×:Ñ é Ñl×�Ö�ÚKÑ�è�×:Ö�Ø�ÜAç�Ó3ç é âlÕ
Ö�ÝKÕ�Ø:Ö�ô é Õ
Ö�Õ
ç�Ó&Ú�Þ:âKè)àK×:Ý�Ú�ÜõÛ�Ö�Õ
à�ç)× z ∈ G ÚõÛ�ÝlÓ é ÑlÓ3Û
âl×:Ý�Ú�Ú ω =

(ω1, ω2, ω3) = (
√

1− ν2 cosϕ,
√

1− ν2 sinϕ, ν) ö?÷ å�âKø α = arccos ν
Ú
ϕ é ÑK×�ßlØ:Ö�Ó3Û
âKÜ¶ìîÖëØ�Õ�Ô�Õ
êùØ�ú�×:Ñ�Ú�àK×�Ø:ç�ÚK×ç)Õ�Õ
Ñ�ßKÚ�ÝlÓ3Ö�ø�û

α ∈ [0, π] ü Þ
×:Ý�Ú�Ö�Ý�ø(êOè)å
Õ
âká(Õ
Ö�Ø:à�Ú�Ö�ø(Û�Ó
×�ÙSøCêýÕ
ÖþÕ�Ø:Ú z
áCÓ

ϕ ∈ [0, 2π) ü Ó3Þ�ÚKÙSè)Ö ð ϕ = 0Ø�Õ�Õ
Ö�Û�×:Ö�Ø:Ö�Û�è�×:ÖÿÕ�Ø:Ú
x ò�ö Ð�×�âKÚ�àKÚ�ÝlÓ ν Ü¶Û
âKÜ�×:Ö�Ø�Ü�ç¶Õ�Ø:Ú�Ý�è�Ø�Õ�Ù}è)å�â�ÓpÙ$×��&ßKèÿÝlÓ é ÑlÓ3Û
âl×:Ý�Úl×�Ù ω

ÚþÕ�Ø:ô�ì
z
á^Ó

χ üç)Õ�Ø:Ú�Ý�è�Ø�è)å�â�Ó�Ù$×��&ßKèõÛ�×�çKÖ�Õ
ÑlÓ
ÙSÚ
ω
Ú
ω′ = (

√
1− ν ′2 cosϕ′,

√
1− ν ′2 sinϕ′, ν ′)

χ = ω · ω′ = νν ′ +
√

1− ν2
√

1− ν ′2 cos(ϕ− ϕ′).

�fè)Ý�ç�ä�Ú�Ú
µ, µs, J, g � Ó3Ñ�Ó3ç�Ö�×:Ñ�Ú�Þ�è)ìîÖpØ:ÑK×�ßKèùÚ ÝlÓ3Þ�ø(Û�Ó3ìîÖ�Ø�Ü,áiØ�Õ�Õ
Ö�Û�×:Ö�Ø:Ö�Û�×�Ý�ÝKÕ�áSç)Õ
æ
ú�ú�Ú�ä�ÚK×:Ý�Ö�Õ�ÙýÕ�Ø�â�Ó
Ô3âl×:Ý�Ú�Ü,áç)Õ
æ
ú�ú�Ú�ä�ÚK×:Ý�Ö�Õ�Ù>ÑlÓ
Ø�Ø�×:Ü¶Ý�Ú�Ü,á é âlÕ
Ö�ÝKÕ�Ø:Ö�ô�ì}Û�Ý�è)Ö�ÑK×:Ý�Ý�Ú � ÚKØ:Ö�Õ
à�Ý�Ú�ç)Õ
Û�ÚëúfÓ3Þ
Õ
Û�Õ
êÂú�è)Ý�ç�ä�ÚK×:êÂÑlÓ
Ø�Ø�×:Ü¶Ý�Ú�Ü ö��ÑK×�ß é Õ�â�Ó3å�Ó
×�Ö�Ø�Ü,áià�Ö�Õ¿Ø:ÑK×�ß�ÓëØ�Õ�Ø:Ö�Õ
Ú�ÖpÚ�Þ ÝlÓ
Ô�Õ
ÑlÓëØ�âlÕ�×:Û Gi = (zi−1, zi)

ÑlÓ3Þ:ßl×�âl×:Ý�Ý�ø � é âlÕ�Ø:ç¶Õ�Ø�Ö3Ü�ÙSÚ z =
zi, i = 0, .., p ö�� Ó��&ßKø(êfÚ�Þ!Ø�âlÕ�×:Û Gi á � Ó3ÑlÓ3ç�Ö�×:Ñ�Ú�Þ�è�×:Ö�Ø�Ü é Õ
ç�Ó3Þ�Ó3Ö�×�âl×�Ù é ÑK×�âlÕ�Ùiâl×:Ý�Ú�Ü κi á�ç¶Õ
æ
ú�ú�Ú�ä�ÚK×:Ý�Ö�Õ�ÙÂÕ�Ø�â�Ó
Ô��âl×:Ý�Ú�Ü

µi
Ú�ç)Õ
æ
ú�ú�Ú�ä�ÚK×:Ý�Ö�Õ�ÙAÑ�Ó
Ø:Ø�×:Ü¶Ý�Ú�Ü

µs,i ö�	 Ó�å�ÑlÓ3Ý�Ú�älÓ � ÑlÓ3Þ:ßl×�â�ÓCÙ^Ó3Ö�×:Ñ�ÚlÓ�âlÕ
Û z = zi, i = 1, .., p−1
Ø:Ö�Ó3Û�Ü¶Ö�Ø�Ü

è�Ø�âlÕ
Û�Ú�ÜÂØ�Õ é Ñ�Ü
�&×:Ý�Ú�Ü,áKÙ$Õ
ßl×�âKÚ�Ñ�è)ìîí�ÚK× é ÑK×�âlÕ�Ùiâl×:Ý�ÚK×fÚÂÕ
Ö�ÑlÓ��&×:Ý�ÚK× é Õ&Þ�Ó3ç¶Õ
ÝlÓ
Ù��fÑK×:ÝK×�âKÜ
� ��� ï
f(zi − 0, ν, ϕ) = Ri(ν)f(zi + 0,−ν, ϕ) + Ti(ν)f(zi − 0, ψi(ν), ϕ), é ÑKÚ ν < 0, ϕ ∈ [0, 2π);
f(zi + 0, ν, ϕ) = Ri(ν)f(zi − 0,−ν, ϕ) + Ti(ν)f(zi + 0, ψi(ν), ϕ), é ÑKÚ ν > 0, ϕ ∈ [0, 2π),

ð���ò
å�ßl×

ψi(ν) =

{
sign(ν)

√
1− κ̃2

i (ν)(1− ν2), é Ñ�Ú 1− κ̃2
i (ν)(1− ν

2) ≥ 0,

0, é Ñ�Ú 1− κ̃i(ν)(1− ν2) < 0;

κ̃i(ν) =

{
κi+1/κi,

é Ñ�Ú 0 < ν ≤ 1,
κi/κi+1,

é Ñ�Ú − 1 ≤ ν < 0.

� Õ
æ
ú�ú�Ú�ä�ÚK×:Ý�Ö�ø R
Ú
T
Õ é ÑK×�ßl×�âKÜ¶ìîÖ�Ø�ÜëØIâ�×�ßlè)ìîí�ÚKÙSÚÂú�Õ
ÑKÙSè�â�Ó
ÙSÚ ï

Ri(ν) =
1

2
(R2

i,‖(ν) +R2
i,⊥(ν)), Ti(ν) =

1

2
(T 2
i,‖(ν) + T 2

i,⊥(ν))
κ̃i(ν)ν

ψi(ν)
,

å�ßl×
Ri,‖(ν) =

κ̃i(ν)ψi(ν)− ν
κ̃i(ν)ψi(ν) + ν

, Ri,⊥(ν) =
ψi(ν)− κ̃i(ν)ν
ψi(ν) + κ̃i(ν)ν

,

ñ



Ti,‖(ν) =
2ψi(ν)

κ̃i(ν)ψi(ν) + ν
, Ti,⊥(ν) =

2ψi(ν)

ψi(ν) + κ̃i(ν)ν
.

� Ý�Ú � Ó3ÑlÓ3ç�Ö�×:Ñ�Ú�Þ�è)ìîÖ�Ø:Û�Õ
êKØ:Ö�Û�Ó�å�ÑlÓ3Ý�Ú�ä�ø Õ
Ö�ÑlÓ��fÓ3Ö�ô�Ú é ÑKÕ é è�Ø:ç�Ó3Ö�ô�Ú�Þ:âKè)àK×:Ý�ÚK× ö
	 Ó�Û�ÝK×���ÝK×:êëå�ÑlÓ3Ý�Ú�äK×�Õ�Ô3â�Ó
Ø:Ö�Ú¿Ø:Ö�Ó3Û�Ú�Ö�Ø�Üëç�ÑlÓ
×:Û�Õ�×�è�ØIâlÕ
Û�ÚK×�álÞ�Ó�ß�Ó3ìîí&×�× é âlÕ
Ö�ÝKÕ�Ø:Ö�ô Û � Õ
ßKÜ¶í&×:å
Õ é Õ
Ö�Õ
ç�Ó�Ú�Þ��âKè)àK×:Ý�Ú�Ü,ï

f(z0 + 0, ν, ϕ) = h(ν, ϕ), é Ñ�Ú ν > 0, ϕ ∈ [0, 2π); f(zp − 0, ν, ϕ) = h(ν, ϕ), é Ñ�Ú ν < 0 , ϕ ∈ [0, 2π). ð���ò
�SÓ
Ø�Ø�Ù^Ó3Ö�Ñ�Ú�Û)Ó
×:Ö�Ø�ÜëØIâl×�ßKè)ìîí�Ó3ÜAÞ�Ó�ß�Ó�àlÓ¶ï

����������� o! K¡�¦:�3º�¦:�&»�Îþ�3¤�¡�¦:¥
¦�£K½K�#" �3�&©K�3»�½K��¦�£$"�©K¢^¦ ¤K�3¹��&%3�
��¦�£K½ã¤�¡�¦�£K��«6£l¦:©K½)Î
κi+1/κi

½ �3¤K�&½KÀ¶¦:»�¹�½l¦
�&��£K¼&½K©K¢

τi = µi(zi − zi−1) ' i = 1, ..., p − 1
»�£K�
¦� A½
%õº�¡)�� 3©l¦:©K½)Î�(1¸*) ' ªG¡��
©K½KÀ)©K¢i¾ù»��3�3�&©K�3Á�¦:©K½$+,(G´-) ' (/.�) ½¥3�3¤K��£K©K½K��¦�£$"�©K�
ª��&¹�¡���¦� 3�
ª��\º3»�£K�
 3½)Î

f(z0 − 0, ν, ϕ) = H(ν, ϕ), ν < 0, ϕ ∈ [0, 2π), ð � ò
¦:»�£K½¿½
%
 
¦:»��&©K¢�0$º�©K¹�ÉK½K½

h ' H ³ó Ó�ß�Ó�àlÓ�Þ�Ó3ç¶âKìîàlÓ
×:Ö�Ø�ÜÂÛ�ÝlÓ � Õ��&ß�×�ÝKÚ�ÚëÕ
Ö�ÝKÕ�Ø:Ú�Ö�×�âKô�ÝKø � é Õ
ç�Ó3Þ�Ó3Ö�×�âl×:ê é ÑK×�âlÕ�Ùiâl×:Ý�Ú�ÜÂÚëÕ é Ö�Ú�àK×�Ø:ç�Ú � Ö�Õ
âKí�Ú�ÝÙ^Ó3Ö�×:Ñ�ÚlÓ�âlÕ
ÛKá^Û � Õ
ßKÜ¶í�Ú � ÛùØ�Õ�Ø:Ö�Ó3Û ÙSÝKÕ
å
Õ�ØIâlÕ
ê�ÝKÕ
êãØ:ÑK×�ßKø�á$ÛùØIâKè)àlÓ
×õç¶Õ
å�ß�Ó¿Ú�Þ�Û�×�Ø:Ö�ÝKÕ Û�ø � Õ�ßKÜ¶í&×�×õÚ�Þ:âKè)àK×:Ý�ÚK×ÝlÓ¿Û�ÝK×���ÝK×:ê>å�ÑlÓ3Ý�Ú�äK×ÂØ:ÑK×�ßKø
z = z0 ö �i×��&×:Ý�ÚK× é Õ�Ø:Ö�Ó3Û
âl×:Ý�ÝKÕ
ê Þ�Ó�ß�Ó�à�Ú é ÑKÕ
Û�Õ
ßKÚ�Ö�Ø�Ü>ÛpßKÛ�Ó¿æ�Ö�Ó é Ó ö21 ÝlÓ�àlÓ�â�Ó¶áÚKØ é Õ�âKô�Þ�è�ÜAÖ�Õ
âKô�ç)Õ\Þ�ÝlÓ3Ý�ÚK×fÕ�Û�ø � Õ
ßKÜ¶í&×�Ù é Õ
Ö�Õ
ç¶× ð Ú�Þ�Û�×�Ø:Ö�ÝlÓ�ú�è)Ý�ç�ä�Ú�Ü H ò á�ÝlÓ � Õ
ßKÚKÙþÕ
Ö�ÝKÕ�Ø:Ú�Ö�×�âKô�Ý�ø6× é Õ
ç�Ó3Þ�Ó&�Ö�×�âKÚ é ÑK×�âlÕ�Ùiâl×:Ý�Ú�Ü ö ó Ó3Ö�×�Ù(á é Ñ�Ú�Ø é ×:ä�ÚlÓ�âKô�ÝKÕ�ÙpÖ�Ú é ×�Û�ÝK×��fÝl×�å
Õ�ÚKØ:Ö�Õ
à�Ý�Ú�ç�Ó ð Þ�Ó�ß�Ó3ÝlÓ�ú�è)Ý�ç�ä�Ú�Ü h ò á
Õ�Ô3â�Ó�ß�Ó3ìîí�Ó3ÜØ é ×:ä�ÚlÓ�âKô�Ý�øCÙSÚ¿Ø:Û�Õ
êKØ:Ö�Û�Ó
ÙSÚ ò áKÝlÓ � Õ
ßKÚKÙþÕ é Ö�Ú�àK×�Ø:ç�ÚK×�Ö�Õ
âKí�Ú�Ý�ø Ø:ÑK×�ß Gi ö3�âKÜ�ÑK×��&×:Ý�Ú�Ü�Þ�Ó�ß�Ó�à�Ú�Û�Û�Õ�ßKÚ�Ö�Ø�Ü\ú�è)Ý�ç�ä�ÚKÜ

h
Ø é ×:ä�ÚlÓ�âKô�ÝKÕ
å
ÕfÖ�Ú é Ó ö ��ÑK×�ß é Õ
â�Ó3å�Ó
×:Ö�Ø�Ü,á�à�Ö�Õ é Ñ�Ú ϕ = π

ú�è)Ý�ç
�
ä�Ú�Ü

h(z, ν, ϕ)
ÚKÙ$×�×:Ö¿ÑlÓ3Þ�Ñ�ø(Û é ×:Ñ�Û�Õ
å
ÕëÑKÕ
ß�Ó ö ��Ñ�Ú�Ý�ä�Ú é ø é Õ�Ø:Ö�ÑKÕ�×:Ý�Ú�ÜÿÚKØ:Ö�Õ
à�Ý�Ú�ç)Õ
ÛpÚ�Þ:âKè)àK×:Ý�Ú�Ü Ö�Ó3ç)Õ
å
ÕëÖ�Ú é Ó¶áÙ$Õ���ÝKÕ\ÝlÓ3ê�Ö�Ú á�ÝlÓ é Ñ�ÚKÙ$×:ÑëÛ4� ñ � ö Ð�×�âKÚ�à�Ú�Ý�èAØ:ç�Ó�à�ç�Ó�Û�Ö�Õ
à�ç¶× ϕ = π

Õ�Ô�Õ
Þ�ÝlÓ
à�ÚKÙþàK×:ÑK×:Þ
h̃(z, ν) = [h(z, ν, ϕ)]ϕ=π = lim

ϕ→π+0
h(z, ν, ϕ)− lim

ϕ→π−0
h(z, ν, ϕ). ð�5�ò

6 ÝlÓ�âlÕ
å�Ú�à�ÝKÕ¿Õ é ÑK×�ßl×�âKÚKÙýØ:ç�Ó�à�ç�Ú�ú�è)Ý�ç�ä�Ú�ê f(z, ν, ϕ)
Ú
H(ν, ϕ)

á,ç¶Õ
Ö�Õ
Ñ�øC× Ô
è
ßl×�Ù Õ�Ô�Õ
Þ�ÝlÓ�àlÓ3Ö�ô¿àl×�Ñl×�Þ
f̃(z, ν)

á
H̃(ν)

á�Ø�Õ�Õ
Ö�Û�×:Ö�Ø:Ö�Û�×:ÝKÝKÕ ö3�Ó�âl×�× é Õ
ç�Ó3Þ�ø(Û�Ó
×:Ö�Ø�Ü,áCà�Ö�Õþú�è)Ý�ç�ä�Ú�Ü f̃(z, ν)
Ô
è�ßl×:Ö>è
ß�Õ
Û
âl×:Ö�Û�Õ
Ñ�Ü¶Ö�ô ç�ÑlÓ
×:Û�Õ
êOÞ�Ó�ß�Ó�àK× ð1ñ�ò � ð���ò á(ÛþØ�âKè)àlÓ
×Õ
Ö�Ø:è)Ö�Ø:Ö�Û�Ú�ÜãÛÿØ:ÑK×�ßl×¿ÑlÓ
Ø�Ø�×:Ü¶Ý�Ú�ÜãÚ Û�Ý�è)Ö�Ñl×�ÝKÝ�Ú � ÚKØ:Ö�Õ
à�Ý�Ú�ç¶Õ
ÛKá%Ö ö × ö ç¶Õ
å�ß�Ó µs(z) ≡ 0, J(z, ν, ϕ) ≡ 0 ö87 Ó3ç�ÚKÙÕ�Ô
ÑlÓ3Þ
Õ�Ù(ákÛ�Û�×�ßl×:Ý�Úl× Ø é ×:ä�ÚlÓ�âKô�ÝKÕ
å
ÕpÚKØ:Ö�Õ
à�Ý�Ú�ç�ÓëÚ�Þ:âKè)àK×:Ý�Ú�Ü é Õ
Þ�Û�Õ�âKÜ�×:ÖpÚ�Þ
Ô�Ó3Û�Ú�Ö�ô�Ø�ÜÿÕ
Ö¿Û
âKÚ�Ü¶Ý�Ú�Ü ÑlÓ
Ø�Ø�×:Ü¶Ý�Ú�ÜÿÚÛ�Ý�è)Ö�ÑK×:Ý�Ý�Ú � ÚKØ:Ö�Õ
à�Ý�Ú�ç¶Õ
Û�Ú�Þ:âKè)àK×:Ý�Ú�Ü ö3�âKÜëÕ é ÑK×�ßl×�âl×:Ý�Ú�Ü Õ
Ö�ÝKÕ�Ø:Ú�Ö�×�âKô�Ý�ø � é Õ
ç�Ó3Þ�Ó3Ö�×�âl×:ê é ÑK×�âlÕ�Ùiâl×:Ý�Ú�Ü¿Û�Û�Õ
ßKÚ�Ö�Ø�Ü¿Ú�Ý¶ßKÚ�ç�Ó3Ö�Õ
Ñ�ÝlÓ3Üpú�è)Ý�ç�ä�Ú�Ü,áKÚKÙ$×9�ìîí�Ó3ÜõÛ�Ú¶ß
� � � ï

Ind(κ) =

∣∣∣∣∣∣∣

ν0(κ)∫

−1

∂H̃

∂ν
(ν)α(κ, ν)dν

∣∣∣∣∣∣∣
, ð�:�ò

å�ßl×
ν0(k) = −

√
1− κ2, ð<;�ò

α(κ, ν) =





ν

/√
1− (1/κ)2 (1− ν2) , ν < ν0(κ)

0, ν ≥ ν0(κ).
ð�=�ò

��è�Ø:Ö�ô\Û�ø é Õ
âKÝ�Ü¶ìîÖ�Ø�ÜÂè�Ø�âlÕ
Û�Ú�Ü

κi/κ1 < 1, κi/κi+1 > 1, κj ≥ κi, j = 1, .., i, ð�>�ò
Ö�Õ
å�ß�Ó�ú�è)Ý�ç�ä�Ú�Ü

Ind(κ)
ÚKÙ$×�×:Ö�âlÕ
å�Ó3Ñ�ÚKú�ÙSÚ�àK×�Ø:ç�è)ì¨Õ�Ø�Õ�Ô�×:Ý�ÝKÕ�Ø:Ö�ô é Ñ�Ú κ = κi/κ1

Ú\Ù$Õ&��×:Ö�ÚKØ é Õ
âKô�Þ
Õ
Û�Ó3Ö�ô�Ø�Ü&ß�âKÜÕ é ÑK×�ßl×�âl×:Ý�Ú�Ü�Õ
Ö�ÝKÕ�Ø:Ú�Ö�×�âKô�ÝlÕ
å
Õ é Õ
ç�Ó3Þ�Ó3Ö�×�âKÜ é ÑK×�âlÕ�Ùiâl×:Ý�ÚKÜ κi/κ1 ö � àK×:Û�Ú¶ßKÝKÕ�áià�Ö�Õ¿ÛpØIâKè)àlÓ
×�ç¶Õ
å�ß?ÓÂÚ�Þ�Û�×�Ø:Ö�Ý�ø

�



Û�Ø�×�Õ
Ö�ÝKÕ�Ø:Ú�Ö�×�âKô�Ý�øC× é Õ
ç�Ó3Þ�Ó3Ö�×�âKÚ é ÑK×�âlÕ�Ùiâl×:Ý�Ú�Ü κi+1/κ1
á ÝK×:Ö�Ñ�è
ßKÝKÕ�á é Ñ�Ú é Õ�Ù$Õ
í�Ú é ×:ÑK×:ÑlÓ
Ø:àK×:Ö�Ó¶áSÕ é ÑK×�ßl×�âKÚ�Ö�ôÚKØ:ç)Õ�ÙSøC×fÕ
Ö�ÝKÕ�Ø:Ú�Ö�×�âKô�Ý�øC× é Õ
ç�Ó3Þ�Ó3Ö�×�âKÚ é ÑK×�âlÕ�Ùiâl×:Ý�Ú�Ü κi+1/κi ö��è�Ø:Ö�ô¿Ú�Þ�Û�×�Ø:Ö�Ý�ø Û�Ø�× Õ
Ö�ÝKÕ�Ø:Ú�Ö�×�âKô�Ý�øC× é Õ
ç�Ó3Þ�Ó3Ö�×�âKÚ é ÑK×�âlÕ�Ùiâl×:Ý�Ú�Ü κj/κj+1

á
j = 1, .., p − 1

ÚÿÕ é Ö�Ú�àK×�Ø:ç�ÚK×Ö�Õ�âKí�Ú�Ý�ø
τj , j = 1, .., i− 1

ÚõÛ�ø é Õ�âKÝ�Ü�×:Ö�Ø�ÜAè�Ø�âlÕ
Û�ÚK× ð�>�ò á¶Ö�Õ
å�ß�Ó&Õ é Ö�Ú�àK×�Ø:ç�è)ì­Ö�Õ�âlífÚKÝ�è τi Ù$Õ���ÝKÕ\Õ é ÑK×�ßl×�âKÚ�Ö�ôé Õ�Ø�âl×�ßKè)ìîí&×:êÂú�Õ
ÑKÙSè�âl×�ï

τi = −
νi
2

ln
hi−1(−ψi(−νi))

hi−1(νi)Ri−1(−νi) + Ti−1(−ψi(−νi)hi−1(−νi)
, νi = −

√
1−

κi+1

κi
; ð1ñ�?�ò

å�ßl×�Û�×�âKÚ�à�Ú�Ý�ø
hn
Õ é ÑK×�ßl×�âKÜ¶ìîÖ�Ø�ÜÂØ�âl×�ßKè)ìîí�ÚKÙSÚÂÑK×:ç�è)ÑK×:Ý�Ö�Ý�øCÙSÚ¿Ø�Õ�Õ
Ö�ÝKÕ��&×:Ý�Ú�Ü�ÙSÚ ï

hn(ν) =
1

Tn−1(−ψn−1(−ν))eτn/|ν|

(
hn−1(−ψn−1(−ν))(1−Rn(ν)Rn−1(−ν)e−2τn/|ν|)−

−Rn(ν)hn−1(−ν)e−2τn/|ν|Tn−1(−ψn−1(−ν))

)
, ν < 0; ð1ñ�ñ�ò

hn(ν) = Tn(ν)
hn−1(ψn(ν))e

−τn/|ψn(ν)| +Rn−1(ψn(ν))hn(−ψn(ν))e−2τn/|ψn(ν)|

1−Rn(ψn(ν))Rn−1(−ψn(ν))e−2τn/|ψn(ν)|
, ν > 0; ð1ñ���ò

h0(ν) =

{
H̃(ν), ν < 0,

h̃(z0, ν), ν > 0.
R0(ν) = 0, T0(ν) = 1, ψ0(ν) = ν, ð1ñ���ò

@�Þ�è�Ø�âlÕ
Û�Ú�Ü ð�>�ò ÝK×:Ö�Ñ�è
ßKÝKÕ Þ�Ó
Ù$×�Ö�ÚKÖ�ôKá�à�Ö�Õ�Û Ø�âKè)àlÓ
×�Ù$Õ
ÝKÕ
Ö�Õ
Ý�ÝKÕ
å
Õ é Õ
Û�×�ßl×:Ý�Ú�Ü é Õ
ç�Ó3Þ�Ó3Ö�×�âl×:ê é ÑK×�âlÕ�Ùiâl×:Ý�Ú�Ü
(κi > κi+1)

é Õ�Ø:Ö�Ó3Û
âl×:Ý�ÝlÓ3ÜÂÞ�Ó�ß�Ó
àlÓ�Ù$Õ&��×:Ö�Ô
ø(Ö�ô\ÑK×��&×:ÝlÓ é Õ
âKÝKÕ�Ø:Ö�ô�ì öÐ Þ�Ó3ç¶âKìîàK×:Ý�Ú�Ú>ÑlÓ
Ø�Ø�Ù$Õ
Ö�Ñ�ÚKÙ}Ö�×�Ø:Ö�Õ
Û�ø(ê é Ñ�ÚKÙ$×:Ñ é Õ¿Û�Õ�Ø�Ø:Ö�Ó3ÝKÕ
Û
âl×:ÝKÚ�ìQÕ
Ö�ÝKÕ�Ø:Ú�Ö�×�âKô�Ý�ø � é Õ
ç�Ó3Þ�Ó3Ö�×�âl×:ê é ÑK×9�âlÕ�Ùiâl×:Ý�Ú�Ü Ú Õ é Ö�ÚKàK×�Ø�çKÚ � Ö�Õ�âKí�Ú�ÝùÕ�Ô3âKè)àlÓ
×�Ù$Õ
ê Ø:ÑK×�ßKø ö ��Ñ�ÚKÙ$×:Ñ Ø:Ö�ÑKÕ
Ú¶âlØ�ÜpÛõßKÛ�Ó æ�Ö�Ó é Ó öA	 Ó é ×:Ñ�Û�Õ�Ù¨Ú�Þ&Ý�Ú � áé Õ Þ�Ó�ß�Ó3Ý�ÝKÕ
ê`Ø:Ö�Ñ�è)ç�Ö�è)ÑK×�Õ�Ô3âKè)àlÓ
×�Ù$Õ
ê`Ø:ÑK×�ßKø�á�Ù$×:Ö�Õ
ßlÕ�ÙCB¿Õ
Ý�Ö�×9� � Ó3Ñ�âlÕ�á�ÝlÓ � Õ
ßKÚ¶â�Ó
Ø:ô¨ú�è)Ý�çKä�Ú�Ü H(ν, ϕ) =
f(z0 + 0, ν, ϕ) é Ñ�Ú ν < 0, ϕ ∈ [0, 2π) ö�	 ÓëÛ�Ö�Õ
ÑKÕ�Ù­æ�Ö�Ó é ×õÑK×���Ó�â�Ó
Ø:ô Õ�Ô
ÑlÓ3Ö�ÝlÓ3Ü�Þ�Ó�ß�Ó
àlÓ ö ��Ñ�Ú é Õ�Ù$Õ
í�Ú�Û�øD�à�ÚKØIâl×:Ý�Ú�ÜAú�è)Ý�ç�ä�Ú�Ü

Ind(κ)
ÝlÓ � Õ�ßKÚ¶âKÚKØ:ô\Õ
Ö�ÝKÕ�Ø:Ú�Ö�×�âKô�Ý�ø6× é Õ
ç�Ó3Þ�Ó3Ö�×�âKÚ é ÑK×�âlÕ�Ùiâl×:Ý�Ú�Ü,á¶ç¶Õ
Ö�Õ
Ñ�øC×îÞ�Ó3Ö�×�Ù�ÚKØ é Õ�âKô��Þ
Õ
Û�Ó�âKÚKØ:ô é ÑKÚÂÕ é ÑK×�ßl×�âl×:Ý�Ú�ÚpÕ é Ö�Ú�àK×�Ø:ç�Ú � Ö�Õ
âKí�Ú�Ý öÐ¿ç�Ó
àK×�Ø:Ö�Û�×^Õ�Ô3âKè)àlÓ
×�Ù$Õ
å
Õ6Ù^Ó3Ö�×:Ñ�ÚlÓ�â�Ó(ÚKØ é Õ
âKô�Þ
Õ
Û�Ó�â�Ó
Ø:ô6àK×:Ö�ø(ÑK× � ØIâlÕ
ê�ÝlÓ
ÜfØ:ÑK×�ß�Ó¶ï
Ø:Ö�×:ç¶âlÕ��GÑKÕ
å
Õ
Û�Õ
ê&ØIâlÕ
ê�ç¶Õ���Ú
�æ é Ú¶ßl×:ÑKÙSÚKØ9�Æßl×:ÑKÙ!Ó ö � é Ö�Ú�àK×�Ø:ç�ÚK× � Ó3ÑlÓ3ç�Ö�×:Ñ�ÚKØ:Ö�Ú�ç�Ú¿Ù$Õ�ßl×�âKÚ�Ñ�è�×�Ù$Õ
ê¿Ø:ÑK×�ßKø é Ñ�Úõß�âKÚ�ÝK×�Û�Õ�âKÝ�ø λ = 337

ÝKÙ é Ñ�Ú
�Û�×�ßl×:Ý�ø ÛpÖ�Ó
Ô3âKÚ�äK× ñ�ö ó ÝlÓ�àK×:Ý�ÚKÜÿß�âKÜÿàK×�âlÕ
Û�×:àK×�Ø:ç)Õ
êþç¶Õ���ÚþÔ
ÑlÓ�âKÚKØ:ô Ú�ÞE� � � á^ÓAß�âlÜ�Ø:Ö�×:ç¶â�Ó ð Ö�Ú é ÓGF�Ö3Ü
��×�âKø(êúCâKÚ�Ý�ÖHF ò ÝK×�Õ�Ô � Õ
ßKÚKÙSøC×6ß�Ó3Ý�Ý�øC×�Ù$Õ&��ÝKÕfÝlÓ3êKÖ�Ú ÝlÓfÕ�ú�Ú�ä�Ú�Ó�âKô�ÝKÕ
êõÚ�Ý�Ö�×:Ñ�ÝK×:Ö�� Ø:Ö�ÑlÓ3Ý�ÚKäK×�ç)Õ�Ù é Ó3Ý�Ú�Ú � 6 � F9I�ø(Ö��
ç�Ó3Ñ�Ú�ÝKØ:ç�Ú�êëÞ�Ó3Û�Õ�ß¿Õ é Ö�Ú�àK×�Ø:ç¶Õ
å
Õ�Ø:Ö�×:ç¶â�ÓJF ðLKJMNMNO ï PQP&RSRTR ö UWV�XQY
ö ZN[?ò�ö
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E
Ð � Õ
ßKÜ¶í&×�×%Ú�Þ:âKè)àK×:Ý�ÚK×�ÑlÓ3Û�Ý�Ü)âlÕ�Ø:ô�Ý�è
âKì ÝlÓ6å�ÑlÓ3Ý�Ú�äK× z = zp

á�Ó6ÝlÓ6å�ÑlÓ3Ý�Ú�äK×
z = z0

á3Þ�Ó�ß�Ó3Û�Ó�âlÕ�Ø:ôfØIâl×�ßKè)ìîí�ÚKÙ
Õ�Ô
ÑlÓ3Þ
Õ�Ù

h(z0, ν, ϕ) =

{
2, ν > 0, ϕ ∈ (0, π),
1, ν > 0, ϕ ∈ (π, 2π).

ð1ñ � ò
��Ñ�Ú�Ù$Õ�ßl×�âKÚKÑKÕ
Û�Ó3Ý�Ú�Ú>ÑlÓ
Ø�Ø:×:Ü¶Ý�Ú�ÜÿÛ¿ç�Ó�àK×�Ø:Ö�Û�×õúfÓ3Þ
Õ
Û�Õ
ê�ú�è)Ý�ç�ä�Ú�Ú

g
Û�øCÔ
Ú�ÑlÓ�â�Ó
Ø:ôùú�è)Ý�ç�ä�Ú�Ürq�×:Ý�ô�Ú
�/s,Ñ�Ú�Ý
�

��Ö�×:ê�ÝlÓt� � �
g(χ) =

1− g2

2(1 + g2 − 2gχ)3/2
, ð1ñ�5�ò

�



å�ßl×
g ∈ (0, 1)

� é Ó3ÑlÓ
Ù$×:Ö�Ñ á$Õ é ÑK×�ßl×�âKÜ¶ìîí�Ú�ê>Ø:Ö�× é ×:Ý�ôùÓ3Ý�Ú�Þ
Õ
Ö�ÑKÕ é Ú�Ú>ÑlÓ
Ø�Ø�×:Ü¶Ý�Ú�Ü ö ��Ñ�Úÿæ�Ö�Õ�Ù(áiÞ�ÝlÓ
àK×:Ý�ÚK× g = 0Ø�Õ�Õ
Ö�Û�×:Ö�Ø:Ö�Û�è�×:Ö�Ú�Þ
Õ
Ö�ÑKÕ é ÝKÕ�ÙSèAÑlÓ
Ø�Ø�×:Ü¶Ý�Ú�ì&á g = 1 u é Õ�âKÝKÕ�ÙSèõÑlÓ
Ø�Ø�×:Ü¶Ý�Ú�ì}Û é ×:ÑK×�ß öÐãÖ�Ó
Ô3âKÚ�äK× � é Ñ�Ú�Û�×�ßl×:Ý�ø ÑK×:Þ�è
âKô3Ö�Ó3Ö�ø Û�Õ�Ø�Ø:Ö�Ó3ÝKÕ
Û
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Ô3âKÚ�ä�ø � á àK×�Ù å�âKè¶Ô���×�ÝlÓ � Õ�ßKÚ�Ö�Ø�ÜÿØIâlÕ
êÿÖ�×�Ù � è��&×�ç�Ó
àK×�Ø:Ö�Û�Õ¿Û�Õ�Ø�Ø:Ö�Ó3ÝKÕ
Û
âl×:Ý�Ú�Ü ö 3�Ó3Ý�ÝKÕ�×Õ�Ô�Ø:Ö�Õ
Ü¶Ö�×�âKô�Ø:Ö�Û�ÕÿÕ�Ô
è�ØIâlÕ
Û
âl×:ÝKÕÿÙSÝKÕ
å�ÚKÙSÚÏúfÓ3ç�Ö�Õ
ÑlÓ
ÙSÚ ö2� ×�Ù`å�âKè¶Ô��&×ÂÝlÓ � Õ�ßKÚ�Ö�Ø�Ü ØIâ�Õ
ê á^Ö�×�Ù Ù$×:Ý�ôQ�&×ÂÛ�ç¶â�Ó�ßÏÛ
Û�ø � Õ
ßKÜ¶í�Ú�ê é Õ
Ö�Õ
ç&Ø:Ú�å�ÝlÓ�â�ÓîÕ�Ô6Ú�Þ:âKè)àK×:Ý�Ú�Ú é ÑKÕ��&×�ßH��×�Ù¿àK×:ÑK×:Þ%ÝK×:å
Õ ö �îÑKÚ&Õ é ÑK×�ßl×�âl×:Ý�Ú�Ú�Õ é Ö�Ú�àK×�Ø:ç¶Õ
ê&Ö�Õ
âKí�Ú�Ý�ø�áÝlÓÂç�Ó�àK×�Ø:Ö�Û�× ÑK×:ç¶Õ
ÝKØ:Ö�Ñ�è)ç�ä�Ú�Ú�Ö�Ó3çJ��×õØ:ç�Ó3Þ�ø(Û�Ó
×:Ö�Ø�Ü é Õ
å�ÑK×���ÝKÕ�Ø:Ö�ôpÝlÓ � Õ&�&ßl×:Ý�Ú�Ü é Õ
ç�Ó3Þ�Ó3Ö�×�âl×:ê é ÑK×�âlÕ�Ùiâl×:Ý�Ú�Ü�ÚÕ���ÚKÔ
ç�ÚþÝlÓ � Õ��&ßl×:Ý�Ú�Ü Õ é Ö�Ú�àK×�Ø:ç�Ú � Ö�Õ
âKí�Ú�Ý é ÑK×�ßKø�ßKè)í�Ú � ØIâlÕ�×:Û ö8	 ÓpÑ�ÚKØ ñ é Ñ�Ú�Û�×�ßl×:Ý�øjå�ÑlÓ
ú�Ú�ç�ÚþÛ
âKÚ�Ü¶Ý�Ú�Ü
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ÑKÕ
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