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              В статье рассматривается начально – краевая задача для уравнения Лапласа. В работе исследованы условная устойчивость задачи и сходимость метода итерации Ландвебера. Впервые получена оценка скорости сильной сходимости метода итерации Ландвебера. Проведены численные расчеты, подтверждающие теоретический результат.

1 Постановка задачи
          Рассматривается в области 
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 начально – краевая задача для уравнения Лапласа
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по заданной функции 
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2 Некорректность задачи

           Задача (1) – (4) некорректна по Адамару, поскольку сколь угодно малым изменениям данных 
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 могут соответствовать сколь угодно большие изменения решения 
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[image: image15.wmf]2

)

sin(

1

)

,

(

nx

nx

e

e

nu

n

y

x

u

p

p

p

-

+

=

.

Ясно, что при 
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3 Прямая и обратная задачи

            Рассмотрим некорректную задачу (1)-(4) как обратную к следующей прямой (корректной) задаче:
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            В прямой задаче (5) – (8) требуется определить 
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 по известной функции 
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Обратная задача заключается в определении функции 
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 из соотношений (5) – (8) по дополнительной  информации о решении прямой задачи
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Определение 1  Функцию 
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будем называть обобщенным решением прямой задачи (5)-(8), если для любых 
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имеет место равенство
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4 Исследование устойчивости, сходимости
        Теорема 1 (оценка условной устойчивости) Пусть функция  
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 является обобщенным решением прямой  задачи (5) – (8), тогда (2)

[image: image43.wmf]
[image: image44.wmf])

1

(

2

)

1

,

0

(

2

)

1

,

0

(

1

0

2

2

2

)

,

0

(

,.)

1

(

)

,

(

x

L

x

L

u

u

dy

y

x

u

-

×

×

£

ò

                                                (14)
Теорема 2 (сходимость по функционалу  итерации Ландвебера) Пусть для некоторого 
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 – линейный ограниченный оператор. Тогда при любом  
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 последовательность метода итерации Ландвебера
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сходиться по функционалу  и верна оценка (1) 
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Теорема 3 (регуляризирующие свойства итерации Ландвебера) Пусть  для 
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последовательность 
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 решений прямых задач для соответствующих итерации Ланвебера 
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Доказательство.

Оценим величину 
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используя (14), (17), (16) для первого слагаемого в неравенстве (20), получим
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где   
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Проинтегрируем (21) по 
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Откуда 

        
[image: image73.wmf].

)

ln(

)

1

(

2

)

(

2

2

g

g

g

n

n

n

C

u

u

L

n

T

-

£

-

W






             (23)

Используя оценку условной устойчивости  
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для второго слагаемого в неравенстве (20) получим
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Проинтегрируем (26) по х от 0 до 1 и получим
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Откуда
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Используя (23), (28), (25), получим
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Теорема доказана.

5 Численные результаты

5.1 Схема метода итераций Ландвебера

Для описания схемы воспользуемся методом математической индукции.

1 Зададим начальное приближение q0.
2 Предположим, что qn уже известно, тогда решаем прямую задачу с приближением qn
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3  Проверяем, является ли текущая итерация точкой минимума функции (29).

4 Если текущая итерация не является минимумом, то решаем сопряженную задачу
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где 
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5 Вычисляем градиент функционала
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6 Вычисляем следующее приближение 
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5.2 Численный эксперимент

В области 
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 решалась тестовая задача, точное решение которой известно:
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	Итерация, 
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Таблица 1.

В данные задачи было внесено возмущение
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С учетом (18) задано 
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В таблице1 приведены результаты численного решения рассматриваемой задачи с параметрами N=100, Nk=10,  с начальным приближением 
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На рисунке 1 отображены графики, нормированных на величину 
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