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Для диффузионных процессов дробного порядка [1, 2] характерно в первую очередь то, что зависи-
мость среднеквадратического смещения от времени имеет вид

〈
x2(t)

〉 ∼ tα, α 6= 1. Рассмотрим диффе-
ренциальное уравнение с дробной производной по времени с переменным коэффициентом диффузии:

tDα
0+u(x, t) =

∂

∂x

(
q(x)

∂

∂x
u(x, t)

)
, 0 < α < 1, (1)

0 < c1 ≤ q(x) ≤ c2. (2)

Здесь x ∈ R, t ∈ R+
0 , а оператор tDα

0+ — это оператор дробного дифференцирования Капуто [3, 4],
определяемый выражением

tDα
0+u(x, t) =

1
Γ(1− α)

t∫

0

∂u(x, τ)
∂τ

dτ

(t− τ)α
. (3)

Заметим, что уравнение (1), приведенное к виду
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можно, согласно [5], рассматривать как «закон сохранения»:

∂

∂t
u(x, t) +

∂

∂x
W (x, t) = 0, (4)

где «поток» W имеет вид

W (x, t) = −q(x)
∂

∂x
tI

α−1
0+ u(x, t). (5)

При α → 1 в пределе получаем закон Фика: W (x, t) = −q(x) ux(x, t). Физическая интерпретация (4) и
(5) предложена в [5]. Для того чтобы знать, сколько частиц в данный момент попадают в заданную об-
ласть, необходимо знать, сколько частиц находилось поблизости, в пределах одного «шага» от области,
во все предыдущие моменты времени, т. к. некоторые из них перед тем, как попасть в область, возмож-
но, очень долгое время находились в состоянии «ожидания». Поэтому «мгновенный» поток, присущий
марковскому диффузионному процессу, в случае дробной субдиффузии должен быть заменен на поток
«с задержкой по времени».
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Пользуясь терминологией книги [6], с помощью интегро-интерполяционного метода в сеточной об-
ласти

Ω̂(N,M) = {(xi = ih, tj = jτ) : 0 ≤ i ≤ N, 0 ≤ j ≤ M} (6)

аппроксимируем уравнение (1) разностным

y
(α)
t = Λ(σŷ + (1− σ)y), 0 ≤ σ ≤ 1, (7)

где y
(α)
t — производная Грюнвальда—Летникова

y
(α)
t =

j+1∑

k=0

(−1)k

(
α

k

)
yj+1−k

i − y0
i

τα
,

являющаяся, согласно [4], разностным аналогом дробной производной Капуто, ŷ = yj+1, а оператор Λ
действует по правилу

Λy =
1
h2

[
qi− 1

2
yj

i−1 −
(
qi− 1

2
+ qi+ 1

2

)
yj

i + qi+ 1
2
yj

i+1

]
, (8)

где для q выполняется (2). Определим норму сеточной функции yj
i = yj(xi)

∥∥yj
∥∥

C
= max

xi∈bΩ

∣∣yj(xi)
∣∣ .

Согласно [6], разностная схема с весами (7) называется устойчивой в C, если выполнена оценка
∥∥yj+1

∥∥
C
≤ ∥∥y0

∥∥
C

.

Теорема 1 Если имеет место соотношение

τα ≤ α h2

2 (1− σ) c2
,

где c2 определяется из (2), то разностная схема с весами (7) устойчива в C.

Рассмотрим в области Ω = {(x, t) : x ≥ 0, t ≥ 0} краевую задачу следующего вида:

tDα
0+u(x, t) =

∂

∂x

(
q(x)

∂

∂x
u(x, t)

)
, 0 < α < 1, (9)

u(x, 0) = 0, x ≥ 0, (10)

u(0, t) = f(t), t > 0. (11)

Здесь f(t) — периодическая функция, а q(x) ∈ Q, где Q — класс непрерывно дифференцируемых функ-
ций, удовлетворяющих (2).

Будем предполагать, что известна дополнительная информация о решении краевой задачи (9)—(11)
в некоторой точке x = l:

u(l, t) = ψ(t). (12)

Обратные задачи заключаются в восстановлении функции q(x) и показателя α из соотношений (9)—
(12).

Заменив область Ω сеточной областью Ω̂(N, M) (6), аппроксимируем обратную задачу (9)—(12)
разностной:

y
(α)
t = Λ(σŷ + (1− σ)y), (13)

y0
i = 0, 0 ≤ i ≤ N, (14)
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yj
0 = ϕj , yj

N = 0, 1 ≤ j ≤ M. (15)

При σ 6= 0 данная разностная краевая задача решается методом прогонки.
Введем в рассмотрение класс Ĥ = Ĥ

[
Ω̂(N, M)

]
сеточных функций y, заданных в сеточной области

Ω̂, принимающих неотрицательные значения и удовлетворяющих условиям (14), (15) на границе. Через
Q̂ обозначим класс сеточных функций q, удовлетворяющих (2).

Прямая задача. Найти сеточную функцию y ∈ Ĥ, удовлетворяющую (13), по известным сеточным
функциям q ∈ Q̂ и ϕ ∈ Ĥ

[
Ω̂(0,M)

]
.

Следующая теорема позволяет получить оценку решения разностной прямой задачи (13)—(15).

Теорема 2 Решение разностной прямой задачи (13)—(15) допускает оценку

‖y‖C ≤ ‖ϕ‖C , (16)

где ‖y‖C = max
j

∥∥yj
∥∥

C
, ‖ϕ‖C = max

j

∣∣ϕj
∣∣, j = 0, 1, 2, . . . , M .

Пусть l — номер узла сеточной области Ω̂(N, M), такой, что 0 ¿ l ¿ N . Разностные обратные
задачи заключаются в следующем. По дополнительной информации о решении прямой задачи (13)—
(15)

yj
l = ψj , 0 ≤ j ≤ M, (17)

требуется
Обратная задача 1: предполагая α известным, найти сеточную функцию q ∈ Q̂, удовлетворяю-

щую (13);
Обратная задача 2: одновременно восстановить сеточную функцию q ∈ Q̂, удовлетворяю-

щую (13), и величину α.
Введем в рассмотрение пространство XK решений обратной задачи, состоящее из векторов

χ = (χ0, χ1, . . . , χK−1). Таким образом, решение обратной задачи сводится к восстановлению функ-
ции q(χ) = q(χ0, χ1, . . . , χK−1) класса Q̂, где χ — вектор параметров, характеризующих вид функции
q.

Пусть P — число узлов сеточной области Ω̂, лежащих между позицией источника и позицией «де-
тектора» — точкой, в которой производятся измерения. Обозначим через K количество «неизвестных»
параметров функции q, определение которых и представляет основную цель. Будем считать, что в ходе
одного эксперимента производится M измерений через равные промежутки времени.

Отправляясь от (17), выберем в качестве данных обратной задачи вектор ψ = (ψ0, ψ1, . . . , ψM−1).
Вектор ξ = (ξ0, ξ1, . . . , ξM−1), полученный в результате решения прямой задачи (13)—(15) при некото-
рых входных значениях α0 и q0 на том же расстоянии l от источника, на котором были зарегистриро-
ваны данные обратной задачи, назовем модельными данными.

Определим невязку η(χ) = ψ(χ)− ξ(χ), так что η : RK → RM , M > K. Здесь имеется в виду, что
вектор невязки η имеет размерность M и зависит от K параметров χ0, χ1, . . . , χK−1.

При использовании техники книги [7], в терминах теории безусловной оптимизации разностная
обратная задача (13)—(15) и (17) имеет вид: найти

min
χ∈RK

Ψ(χ) = F(η(χ)), (18)

где Ψ(χ) дважды непрерывно дифференцируема в открытом выпуклом множестве G ⊂ RK ,
η : RK → RM , F : RM → R и

F(η(χ)) =
1
2

η(χ)T η(χ) =
1
2

M−1∑

j=0

η2
j =

1
2

M−1∑

j=0

(ψj − ξj)
2 . (19)
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В работе для минимизации Ψ(χ) применяется модифицированный метод Ньютона, позволяющий
игнорировать вторые производные: метод Левенберга—Марквардта [7], который реализуется в виде
следующего итерационного процесса:

(
JT J + γE

)
∆χ = −JT η, χ+ = χc + ∆χ. (20)

Здесь J(χ) — матрица Якоби размерности M ×K функции η(χ), E — единичная матрица размерности
K×K, γ — это некоторое число, называемое параметром регуляризации и подбираемое конкретно под
каждую задачу; χc — текущее, а χ+ — следующее приближенное решение обратной задачи.

Для исследования практической устойчивости метода минимизации функционала невязки решения
обратной задачи в ходе вычислительных экспериментов дополнительная информация ψ(t) из (17) по
примеру [9] задавалась с ошибками. Так, j-я компонента вектора ψ = (ψ0, ψ1, . . . , ψM−1) задавалась в
виде (1 + δξ ) ψj , где δ > 0 и ξ — случайная величина, равномерно распределенная на [−1, 1].

На рис. 1 и 2 представлены результаты вычислительных экспериментов. Сплошной линией обозна-
чается «точное» решение обратной задачи, точками — начальное приближение, пунктиром — прибли-
женное решение, полученное методом Левенберга—Марквардта.

Рис. 1: Решения обратной задачи 1

Рис. 2: Решения обратной задачи 2
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На рис. 1 представлены результаты решения обратной задачи 1 при χ = χ(A,F, S) в следующих
случаях:

а)

q(x) = A exp
(
−(x− µS)2

ηF

)
, (21)

б)
q(x) = µA sin(ηFx + S) + T. (22)

Здесь и далее µ и η — параметры масштабирования, а T — параметр сдвига, которые выбираются
таким образом, чтобы для всех x ∈ Ω выполнялось (2).

На рис. 2 представлены результаты решения обратной задачи 2 в следующих случаях: а) коэффи-
циент q(x) имеет вид (21), χ = χ(F, S, α) (параметр A остается фиксированным), и б) коэффициент q(x)
имеет вид (22), χ = χ(A,F, α) (параметр S остается фиксированным). Обозначения: αE — «точное» зна-
чение α, α0 — начальное приближение, αC — значение α, полученное методом Левенберга—Марквардта.

Заметим, что обратная задача 2 фактически заключается в восстановлении вида дифференциаль-
ного уравнения (1) по реально измеряемым данным. Такие задачи не являются классическими коэффи-
циентными обратными задачами для уравнений в частных производных, вид которых известен [8, 9].
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