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1. Рассмотрим операторное уравнение I рода
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 — линейный ограниченный оператор. В качестве точного решения 
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 полагаем нормальное псевдорешение [1, 2]. Пусть вместо точных 
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В методе регуляризации Тихонова решается уравнение [1–5] 
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где 
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 — параметр регуляризации. 

Способам выбора параметра регуляризации  и оценкам погрешности 
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 посвящен ряд работ ([1–10] и др.). Однако большинство способов при конечных  и , как показывает решение многих модельных примеров ([4,5] и др.), дает завышенное значение  по сравнению с 
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 можно определить лишь при решении модельных примеров). Этот эффект обычно проявляется при относительных погрешностях 
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Цель работы — дальнейшее развитие новой версии апостериорного выбора  (НВАВ) [2], приближающей  к 
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Замечание 1. Поскольку 
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 известны лишь в модельных примерах, а в практических задачах они неизвестны, то эффективность новой версии следует проверять на модельных примерах. Такая (ограничен​ная) проверка уже выполнена в работе [2]. В данной работе даются модифицированные формулировки положений НВАВ, причем без использования истокопредставимости 
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2. Запишем уравнение (2) в виде
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Наряду с уравнением (1) рассмотрим также интегральное уравнение Фредгольма I рода 
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. В методе регуляризации Тихонова вместо (4) решается уравнение [4, с. 24] 
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где
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Идея НВАВ заключается в следующем [2]. В методе регуляризации Тихонова исходным уравнением явля​ется, по существу, не уравнение 
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. В различных вариантах способа невязки [4–6, 8–10] используется погрешность  правой части 
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 явно в роли правой части в методе Тихо​нова не выступает. Роль правой части играет 
[image: image59.wmf])

(

~

t

F

 (см. (3) и (5)). Функция 
[image: image60.wmf])

(

~

x

f

 входит под знак интеграла в выражение для 
[image: image61.wmf])

(

~

t

F

 (см. (7)), а операция интегрирования является сглаживающим фильтром по отноше​нию к 
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 будут в определенной степени сглажены. При этом относительная погрешность 
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 может стать на порядок меньше относительной погрешности 
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 [2]. Что же касается погрешности  оператора 
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В обобщенном принципе невязки (ОПН) [5, с. 13]  выбирается равным корню уравнения 
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. Согласно способу Койдэцки [8],  есть корень уравнения 
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или, с учетом (2), 
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 — некоторые числа. Доказана [2] 
Лемма 1. Мера несовместности  
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Сформулируем снова новую версию апостериорного выбора  (НВАВ), причем результаты, полученные в работе [2], приведем без доказательств. Согласно НВАВ, с учетом леммы 1, параметр регуляризации  выбирается равным корню уравнения [2] 


[image: image82.wmf]0

,

0

),

||

||

(

||

~

~

||

>

b

³

Q

+

D

b

=

-

a

a

a

q

y

F

y

R

q

,
(9)

или корню равнозначного уравнения 
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Замечание 2. Уравнение (9) весьма похоже на уравнение (8), однако эти уравнения имеют принципиальное отличие, а именно, в (8) используются  и  и множитель 
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3. Сделаем обоснование НВАВ. Обозначим левую часть (9) или (10) как
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и правую часть (9) или (10) как 
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Тогда (9) и (10) запишутся в виде уравнения 
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Лемма 2 [2]. При выполнении условия 
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функция 
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 является непрерывной, строго монотонно возрастающей, при этом 
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а функция 
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Сформулируем НВАВ в виде следующей теоремы. 

Теорема 1. Пусть решается уравнение 
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4. Установим некоторые зависимости 
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Лемма 3 [2]. Оценка погрешности  правой части 
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Лемма 4 [2]. Оценка погрешности 
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Замечание 3. Оценки (13) и (14) необходимы для обоснования сходимости НВАВ. Однако при решении практических задач при конечных  и  формулы (13) и (14) могут дать завышение  и , а значит, и 
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5. Приведем две оценки сверху для 
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Далее запишем условие (12) при 
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Введем как расширенный вариант условия (16) следующее условие [2]: 
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Условие (17) можно рассматривать также как модификацию условия (53) в [8]. Доказана [2] 

Лемма 5. При условии (17) имеет место неравенство
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Следствие 1 [2]. Поскольку 
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— верхняя оценка 
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 через норму оператора. Доказана также [2] 

Лемма 6. При выполнении условия (12) имеет место неравенство
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(20)

— верхняя оценка 
[image: image143.wmf]d

a

 через погрешности исходных данных. 

Следствие 2 [2]. Поскольку
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то оценку (20) можно записать в виде:



[image: image145.wmf])

1

(

1

1

d

)

(

+

Q

+

D

£

a

q

c

, 
(21)

где
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Следствие 3 [2]. Из (21) следует следующая асимптотическая оценка:
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6. Приведем новую оценку погрешности регуляризованного решения 
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 в НВАВ. 

Лемма 7 [2]. Справедлива предварительная оценка погрешности регуляризованного решения:
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где 
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Для уточнения (23) можно использовать следующие оценки [2, 8]:
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(24)

Однако применение первого неравенства из (24) к (23) порождает слишком грубую оценку:
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Для повышения точности оценки можно использовать истокопредставимость решения 
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 без использования истокопредставимости решения. Для этого вместо леммы 7 докажем следующую лемму. 

Лемма 8. Справедлива следующая оценка:
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Доказательство. Оператор 
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 является биективным и ограниченным (см. (24)). Отметим также, что  
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Учитывая, что 
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Лемма 8 доказана. 

Следствие 4. Учитывая (21), можно оценку (25) записать в виде:
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 получим асимптотическую оценку:
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Из условия ограниченности и непрерывности оператора 
[image: image177.wmf]R
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 следует следующая асимптотическая оценка погрешности регуляризованного решения в НВАВ:
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Поскольку асимптотическая оценка параметра регуляризации  в НВАВ имеет вид (22), то из оценок (22) и (26) имеем, например, при 
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Видим, что НВАВ может порождать при соответствующем выборе q высокий порядок сходимости регуля​ризованного решения 
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 к точному решению 
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. 
7. В заключение докажем итоговую теорему. 
Теорема 2. Пусть решается уравнение (2). При этом параметр регуляризации 
[image: image187.wmf]a

 выбирается с помощью новой версии апостериорного выбора согласно (11) равным 
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 в виде (19), (21), (22) и оценка погрешности  регуляризованного решения 
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 в виде (26). Имеет место сходи​мость регуляризованного решения 
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, т.е. новая версия апосте​риорного выбора 
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 порождает регуляризирующий алгоритм. 

Доказательство. Из (13) и (14) следует, что оценку (26) можно записать в виде:
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. Теорема 2 доказана. 
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