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Ax = y, ���

�	� A �������� �������� ���������� ����������� ����������� 	���������� �� ��� 
������ ���!
��������� X � ��� 
������ ������������ Y " #
����
�� ��������� �������	���� � $��% ��������!
����% 
���� (·, ·) � ��������������� �� ����� 
���� ‖ · ‖" &���� ����� �������� ‖ · ‖ �
����
��
����� ����	������ ����������� �����" '� ��������� 
�	�� �������� ����� ������������ ��� ���!
�� ������� ���	�" &�	�� �
���� � 
�� ������ y 	������� ���
������� yδ� ‖y − yδ‖ ≤ δ" #
�
��
��� �������� ������ ������������ ��	�
��� ���� ��� ������� x0 = A−1y ����� ����
��� ���	���� 
� ��������� ������� � A �������� ���������� 
������
��� ���	�����" '������� ������ ��	� ��	�

������ $�������(��� �� ������������ ��	�
�" #���
���� ��� 
����� �����	��% ��	�
 �������� ���

�� x0 �����	����� ���������� ��	������������ V � ���������� ���������� � X� � �����������
���
���� ��������� ������
������ �������� Jv �� V � X ��������� � ���� � ���������� ��� �����!
�� �� � �� ����� ��� ��
�������� ���
���� {σl}∞l=1 ��������� A ��������� � ���� 	������
�� 
���!
�� ����� �
������ 
�� ��� ��������% ���������% c̄ ≥ c > 0 � ��� ��
�% l = 1, 2, . . . �����������
c exp(− exp . . . exp lr) ≤ σl ≤ c̄ exp(− exp . . . exp lr)� �	� )���(�� exp )��������� K ≥ 1 ���" *��	�� +�,�
+-� ��" -� § �,� � 	����� ���
�� ����������� ���	������� � 
��

x0 ∈ M log
p,ρ (A) := {x : x = (ln . . . ln︸ ︷︷ ︸

K ���

(A∗A)−1)−pv, ‖v‖ ≤ ρ} �-�

��� ��������% p > p0 � ρ > 0� �	� ����������� )���(�� (ln . . . ln(A∗A)−1)−p ��������� ��	��� ����!
���� ��� �����������

A∗A =
∞∑

l=1

σ2
l (Ψl, ·)Ψl

��������� A∗A� �� ��� 

(ln . . . ln(A∗A)−1)−pv =
∞∑
l=1

(ln . . . ln σ−2
l )−p(Ψl, v)Ψl.
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�� +3," 4 ��
��� +5, 
�� ���	����� ����	 ������� ������ �����������% ��	�
 ��� � ��������� �-�
��� K = 1� ��� �������� �����
����� � ��
������ ����	� �
���������� ��%�������� ����������(��
� ����(���� ������� 1�������" 6�������� ���
���(�� ��������� 	����
 ������� ��� �� ����	!
�� � ������)��
����� ����� ��
���� O(ln−p 1

δ ) �������������� ������� �� ���������� ���������
	�� ��
��� p > p0" 7���� � ��
��� +8, 
�� ���	����� �	�������� ����	 ��
��� ��������� ������!
����(�� ��� �
��% �������% ���������	���������� ������� ��������� ���" 9	�������� ���������
��
��� ��������� 	���������(�� �
���	���� ����� � � ��
���% +:,� +;," 4 ��
��� +-, ���
���� ����!
	���� ��������������� ��������� ��� � ��������� ��	� �-� 	�� ��
�% K ∈ N� ���	� �������� A � ���
���������������" <�� 	����� ��
��� ������� � ���	������� �����	������ +5, �� ���
�� $�������!
(��� �� �����������% ��	�
 � ��������� �-� ��� ��
�� K = 1, 2, . . ." 9 ������� 
�	�� ������������

�� ���
���(�� 	����������������� ��%�������� ����������(�� � ����������� ����(���� �������
�
����
����� ������� ��� ����	�� ��
����� O((ln . . . ln 1

δ )−p) �� ��������� ������ ���������"
=�
�� 
�������� �������(�� ��%��������� ����	� ���
��� ���������� ���% ��
������� � ����
!

�������� ���
�������� An ������ A" #
�
�� �����(������ ��	�
� Iα(x) → min ���������� ��
����
�������� ������

Iα,n(x) := ‖Anx − yδ‖2 + α‖x‖2 → min,

�	� An > ��������� ����
�������� ���
������� � ?@AB(An) = n" C��	� ��
������� ���
������� xδ
α,n

	�� x0 = A−1y ���
��� ������� ��������� ������������ ���������

αx + A∗
nAnx = A∗

nyδ.

'��� ����
�������� ���
������� An ��
���� ���� 
��
� ���������� 

‖A − An‖ ≤ δρ−1. �/�

D��	�� +3,� ���������� ����(�� ������� 1������� � )����� ��������
������ � ����
���������
�������� �
���������� ��%�������� ����������(��"

'������� ����������(�� α 
�	�� ��
���� �� ����
���� �����	�
������ ���������

∆q(δ) = {α : α = αm := α0q
m, m = 0, 1, . . . , α ∈ (δ2, α0), q ∈ (0, 1)}. �2�

9 ������� ��
������ xδ
αm,n = (αmI + A∗

nAn)−1A∗
nyδ ����� �������

αmx + A∗
nAnx = A∗

nyδ, m = 0, 1, 2, . . . ,

	� ��% ���� ���� �� ����������

‖Anxδ
αm,n − yδ‖ ≤ d0δ, �3�

�	� d0 ≥ ρ
MK

+ 9
4 " '�� $��� 
�� ������ �
������ ���	��������� 
�� ‖yδ‖ > d0δ"

������� � ����� ‖A‖ ≤ MK � x0 = A−1y ∈ M log
p,ρ (A)� ���� n � α = αm ∈ ∆qδ) 	
��
�
 ����
��� ���

� ��� ����	����	����� ��

‖x0 − xδ
αm,n

‖ ≤ c0(ln . . . ln
1
δ
)−p,

��� �����
��
 c0 �
	���� �� p, ρ,MK , q, d0�

��������� � ��� �
�
� 	 ������� � ���
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'�� K = 1 ���	��� �
�
����� ���������� ���� ����� ���� �� ���
�� ����
�� ��	������ ���������
� ��%�	��� ���������� �� ��� ���	� ������ A 	������� ����������� �������� Ah, ‖A − Ah‖ ≤ h, �	�
Ah : X → Y ! �������� ���������� ����������� ��������" C��	� ������� ���������	���������� �-�
��������� ���	����� �
�����

x0 ∈ M log
p,ρ (A) := {x : x = ln−p(A∗A)−1v, ‖v‖ ≤ ρ} �5�

��� ��������% p > p0, ρ > 0� �	�

ln−p(A∗A)−1v =
∞∑

l=1

ln−p σ−2
l (Ψl, v)Ψl.

&�� ������ �
������ 
�	�� �
���� � 
�� ‖A‖ ≤ θ ≤ e−1/2� �� ��� σl ≤ θ ≤ e−1/2, l = 1, 2, . . ."
4����(������ ��	�
� � $��� ���
�� ��������� ��	

Iα,n(x) := ‖Ah,nx − yδ‖2 + α‖x‖2 → min,

�	� Ah,n > ��������� ����
�������� ���
������� � ?@AB(Ah,n) = n" 4�
������� ���
������� xδ,h
α,n 	��

x0 = A−1y ���
��� � $��� �����(�� ������� ��������� ������������ ���������

αx + A∗
h,nAh,nx = A∗

h,nyδ.

'��� ���
��� h ≥ δ > 0" C��	� ����
�������� ���
������� ��
���� ����� �
������ 
��
�

‖Ah − Ah,n‖ ≤ h. �8�

#���	�

‖A − Ah,n‖ ≤ ‖A − Ah‖ + ‖Ah − Ah.n‖ ≤ 2h.

'������� ����������(�� α 
�	�� ��
���� �� ����
���� �����	�
������ ��������� �2� � ��������

�������� �������� �
�
������� ����(��� ������� +�E," F������ �������� ��
������ xδ,h
αm,n = (αmI +

A∗
h,nAh,n)−1A∗

h,nyδ ����� �������

αmx + A∗
h,nAh,nx = A∗

h,nyδ, m = 0, 1, 2, . . . ,

	� ��% ���� ���� �� ����������
‖Ah,nxδ,h

αm,n − yδ‖ ≤ d0(δ + h). �:�

�	� d0 = η max{θ−1ρ + 1, 5
2ρ}� η > 1"

������� � ����� ‖A‖ ≤ θ ≤ e−1/2 � x0 = A−1y ∈ M log
p,ρ (A)� ���� n � α = αm ∈ ∆q(δ) 	
��
�


����
��� �*� � �+�� ����	����	����� ��

‖x0 − xδ,h
αm,n‖ ≤ c1 ln−p 1

h
,

��� �����
��
 c1 �
	���� �� p, ρ, θ, q, d0�

���������� ����� ���
��� ���	� 0 < h ≤ δ" '��� ����
�������� ���
������� ��
���� ����� �
��!
���� 
��

‖Ah − Ah,n‖ ≤ δρ−1. �;�

C��	�

/



‖A − Ah,n‖ ≤ ‖A − Ah‖ + ‖Ah − Ah.n‖ ≤ h + δρ−1.

G�� � ������ �������� ����������(�� α ��
������� �� �2� � �������� �������� �������� �
�
���!

���� ����(��� �������" 9 ������� ��
������ xδ,h
αm,n = (αmI + A∗

h,nAh,n)−1A∗
h,nyδ ����� �������

αmx + A∗
h,nAh,nx = A∗

h,nyδ, m = 0, 1, 2, . . . ,

	� ��% ���� ���� �� ���������� ������� �:�� �	� d0 = θ−1ρ + 9
4 "

������� � ����� ‖A‖ ≤ θ ≤ e−1/2 � x0 = A−1y ∈ M log
p,ρ (A)� ���� n � α = αm ∈ ∆q(δ) 	
��
�


����
��� �,� � �+�� ����	����	����� ��

‖x0 − xδ,h
αm,n‖ ≤ c2 ln−p 1

δ
,

��� �����
��
 c2 �
	���� �� p, ρ, θ, q, d0�

��������� � -
� ��	������ ��� ��!���� ��
	���� ��� � ��!���'�� �� �������	


Mp,ρ(A) := {u : u = |A|pv, ‖v‖ ≤ p}
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 ���'��� �������� O(δp/(p+1)) ������
���' ��� 0 < p ≤ 1� / ��� p > 1 ���'��� �����%
��� ��!���' ���
���' �
	�
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