Международная конференция «Обратные и некорректные задачи математической физики», 
посвященная 75-летию академика М.М.Лаврентьева, 20-25 августа 2007 г., Новосибирск, Россия 

Оценивание оптимальной  размерности   подпространств   Крылова 

при  решении  плохо  обусловленных  СЛАУ

     Ю.Е. Воскобойников*,  Л.А. Литвинов ** 

                                                      * НГАСУ (Сибстрин),
 
         ** НГАСУ (Сибстрин),


                                                     ул. Ленинградская  113,

          ул. Ленинградская  113,

                                                  630008 Новосибирск, Россия
      630008 Новосибирск, Россия

                                                     E-mail: voscob@mail.ru                               E-mail: bacrtka@bk.ru

           Работа  грантом Министерства науки и образования 2005 года   (1.1.05Д)
Введение. При восстановлении изображения конечномерной аппроксимацией исходного интегрального уравнения  является система линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) вида:
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где 
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 - матрица размером 
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, плохо обусловленная (возможно не симметричная). Большие размеры матрицы 
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) делают необходимым использование итерационных алгоритмов нахождения вектора 
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 решения системы (1) [1,2]. В частности, широкое распространение получили проекционные методы, когда решение ищется в подпространствах Крылова. 


Плохая обусловленность матрицы 
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) и погрешности задания правой части 
[image: image9.wmf]f

определяют необходимость регуляризировать итерационную процедуру построения решения. В качестве параметра регуляризации выступает номер итерации, который для подпространств Крылова определяет размерность подпространства. Поэтому возникает задача определения номера оптимальной итерации, на которой функционал ошибки приближенного решения минимален. Точное решение этой задачи требует знания искомого решения и поэтому необходимо построить оценку для номера оптимальной итерации. В работах [3,4] для итерационных алгоритмов наискорейшего спуска и сопряженных градиентов были построены и исследованы несколько оценок номера оптимальной итерации.


В данной работе предлагаются оценки для оптимальной размерности подпространств Крылова, в частности при использовании алгоритма GMRES [5]. При этом предполагается, что вместо точной правой части 
[image: image10.wmf]f

 системы (1) задан вектор 
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где   
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- случайный вектор с нулевым математическим ожиданием 
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Подпространства Крылова и приближенные решения СЛАУ. Последовательностью Крылова, порожденной матрицей 
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 и вектором 
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 называется последовательность векторов 
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. Подпространствами Крылова называют линейные оболочки подсистем последовательности Крылова, т.е. линейные подпространства вида
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В проекционном методе GMRES (метод обобщенных минимальных невязок) приближенное решение 
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 системы (1) определяется из условия [6]:
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 т.е. является элементом подпространства Крылова размерности 
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. Очевидно, что от размерности 
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 зависит ошибка решения, которую определим функционалом 
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где  
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 - означает математическое ожидание по ансамблю случайного вектора 
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.  Размерность 
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, при которой функционал 
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 достигает наименьшего значения,  назовем оптимальной размерностью.  

 
Оценки оптимальной размерности подпространства Крылова. Первоначально приведем оценку, вычисляемую на основе статистического варианта принципа невязки. Определим вектор невязки 
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   и матрицу вторых моментов этого вектора 
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 EMBED Equation.3  [image: image30.wmf]]
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. Следовательно, в качестве оценки  оптимальной итерации  
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можно принять номер итерации 
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Для проверки матричного тождества (4) при наличии только одной реализации случайного вектора 
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 обратимся к методам проверки статистических гипотез. Для этого введем статистику
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где константа 
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Утверждение. Если при некотором 
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 выполняется неравенство
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то с вероятностью 
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 ошибки первого рода принимается статистическая гипотеза о тождестве (4), а значение 
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 можно принять в качестве оценки для 
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Величины 
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 степенью свободы уровней 
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[image: image49.wmf]30

n

>

 и 
[image: image50.wmf]0.05

b

=

 квантили могут быть определены выражениями 
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Заметим, что при выборе параметра регуляризации по принципу невязки вычисленное значение 
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 несколько завышено по сравнению с 
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, что приводит к переглаженному решению СЛАУ. Так как номер итерации выполняет роль параметра регуляризации, то необходимо увеличить номер итерации останова по сравнению с номером, вычисленным при 
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 при вычислении статистики (5). Во многих практических случаях матрица 
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Вторую оценку для 
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 построим на основе метода перекрестной значимости (cross-validation-method), который широко используется в зарубежной литературе для оценивания оптимального параметра регуляризации [7]. Введем функционал
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и значение 
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, при котором функционал достигает минимального значения. 

Исследование эффективности оценок номера оптимальной итерации. Остановимся на результатах одного вычислительного эксперимента, в котором  восстанавливалось изображение размером 
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 пикселей. Матрицы 
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 системы (1) имела размер 900 
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 900. Число обусловленности  матрицы определялось выражением 
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 - максимальное и минимальное сингулярное число матрицы 
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Для исследования  предложенных оценок 
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для оценок 
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 соответственно. Очевидно, что значения 
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 являются случайными  величинами, то по выборке объемом 50 вычислялись следующие числовые характеристики этих случайных величин: минимальное значение 
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 и строились гистограммы относительных частот. В табл. 1 приведены значения 
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 при разных  относительных уровнях погрешностей правой части, а в табл. 2 приведены те же характеристики для 
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                                                            Таблица 1                                                             Таблица 2

	Уровень шума
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	0.005
	0.989
	0.994

	0.01
	0.981
	0.988

	0.05
	0.977
	0.987

	0.15
	0.897
	0.984

	0.25
	0.882
	0.897


Анализ данных этих таблиц и результатов других  вычислительных экспериментов с оценками 
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 не превышает 13%) как в случае некоррелированных, так и в случае коррелированных между собой проекций вектора 
[image: image101.wmf]h

;

· Оценка 
[image: image102.wmf]U

m

 хуже  оценивает 
[image: image103.wmf]opt

m

 в случае некоррелированных проекций и абсолютно неприемлема даже при слабо коррелированных проекциях (ошибка решения увеличивается в несколько раз по сравнению с   даже при небольшом коэффициенте корреляции 
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