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Рассмотрим следующую задачу: необходимо определить коэффициент теплопроводности слоистой среды по данным измерений температуры среды, выполненным в приповерхностном слое. Математическая модель процесса теплообмена имеет вид:
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в двумерной области 
[image: image2.wmf]W

, 
[image: image3.wmf]b

 - неизвестный кусочно-постоянный коэффициент теплопроводности, 
[image: image4.wmf]F

 - внутренний тепловой источник, 
[image: image5.wmf]C

r

 - постоянный на всей области коэффициент объемной теплоемкости с плотностью 
[image: image6.wmf]r

.

Начальное и краевое условия задаются в виде
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где 
[image: image10.wmf]Г

 - граница области.

 Будем рассматривать постановку обратной задачи в следующем виде:
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где 
[image: image12.wmf](
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 – оператор прямой задачи (1)-(3); 
[image: image13.wmf]U

 – вектор решения; 
[image: image14.wmf]f

 – правая часть.

Модель наблюдения имеет вид:
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где 
[image: image16.wmf][
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 – оператор моделирования решения прямой задачи; 
[image: image17.wmf]b

 – неизвестный вектор параметров; 
[image: image18.wmf]b

 – измеряемая величина, 
[image: image19.wmf]e

 – шум измерений. Шум измерений предполагается гауссовским.

Тогда для получения единственного решения обратной задачи восстановления неизвестных коэффициентов 
[image: image20.wmf]b

 по наблюдениям (2) можно воспользоваться методом минимизации функционала Тихонова [1]:
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где 
[image: image22.wmf]W

 – постоянная весовая матрица, 
[image: image23.wmf]0

b

 – начальные значения вектора параметров, 
[image: image24.wmf]a

 – коэффициент регуляризации.

Необходимые условия минимума функционала (6) принимают вид:



[image: image25.wmf](

)

[

]

(

)

(

)

0

0

T

T

FbWW

bbabb

-+-=

J

,
(7)

где 
[image: image26.wmf](
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 – функция чувствительности.

Продифференцировав по параметрам 
[image: image27.wmf]i

b

 задачу (1)-(3), получим задачу для определения функции чувствительности. Математическая модель задачи для функции чувствительности к параметру 
[image: image28.wmf]i
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:
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где 
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начальное и краевое условия выглядят следующим образом:
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Будем использовать метод Ньютона для решения нелинейного уравнения (6). Чтобы избежать вычисления второй производной от нелинейной функции
[image: image34.wmf][
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, воспользуемся методом Гаусса-Ньютона и, заменив оператор 
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 разложением Тейлора, получим: 
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. Подставляя это выражение в соотношение (6), получим систему линейных уравнений относительно 
[image: image37.wmf]db

:



[image: image38.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

[

]

(

)

(

)

0

TT

TT

WWFWW

bbbdbbbbbbb

+=---

JJJ

.

Будем предполагать, что для корректного решения обратной задачи теплопроводности (ОЗТ) температурное поле 
[image: image39.wmf]U

 и неизвестный кусочно-постоянный коэффициент теплопроводности 
[image: image40.wmf]b

 должны удовлетворять следующим требованиям:

· вычисленное поле 
[image: image41.wmf]U

 должно отличаться от данных измерений незначительно:
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· функция штрафа на решении ОЗТ должна быть маленькой:
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· определяемые значения коэффициента теплопроводности и температурного поля 
[image: image44.wmf]U

 должны удовлетворять операторному уравнению (соответствующему прямой задаче):
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В данном случае 
[image: image46.wmf]Q

 – это оператор проектирования, определяющий местоположение измерительных датчиков.

В такой постановке задача минимизации функционала (6) может быть определена в виде:
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где 
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Соотношение (11) – это задача определения минимума функционала (6) в слабой формулировке, где регуляризирующий параметр 
[image: image49.wmf]0
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 интерпретируется как некоторая величина, обратная множителю Лагранжа. Рассмотрим формулировку (11), при которой решение 
[image: image50.wmf]U

 не обязательно некоторая явная функция неизвестных параметров 
[image: image51.wmf]b

. В этом случае слабая постановка (11) может быть выписана с помощью множителей Лагранжа [2]:
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где 
[image: image53.wmf]l

 – вектор множителей Лагранжа.

Предположим, что температура 
[image: image54.wmf]U

 зависит от параметра 
[image: image55.wmf]b

, коэффициенты Лагранжа 
[image: image56.wmf]l

 вычисляются итерационно. Обозначим:
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Тогда Гессиан примет вид:
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Итерационный процесс для нахождения вектора неизвестных параметров представим в виде:
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где 
[image: image67.wmf]k

 - номер итерации, 
[image: image68.wmf]01
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 - параметр, гарантирующий уменьшение нормы градиента, 
[image: image69.wmf](
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 - направление шага, определяемое из уравнения:
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Т.к. операторы 
[image: image71.wmf]A

%

 и 
[image: image72.wmf]R

%

 обратимы, то решить систему (13) можно следующим образом.

Из последнего уравнения системы (13) можно записать уравнение для нахождения направления спуска 
[image: image73.wmf]u

d

:
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Подставив решение уравнения (14) в 1-ое уравнение системы (13), получаем уравнение для вычисления 
[image: image75.wmf]l

d

:
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Подставив (13) и (14) во второе уравнение системы (15), получаем
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Вычислительный алгоритм может быть определен в виде:
1. Задается начальное значение 
[image: image78.wmf](
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 и 
[image: image79.wmf](

)

0

l

.

2. Вычисляется 
[image: image80.wmf](
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 как решение прямой задачи (1)-(3).

  На каждой итерации проделываются следующие операции до сходимости:

3. Вычисляются направления 
[image: image81.wmf]b

d

 и 
[image: image82.wmf]l

d

 по формулам (15) и (14) соответственно.

4. Обновляются значение 
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5. Вычисляется 
[image: image85.wmf](
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 как решение прямой задачи (1)-(3).

6. Проверка критерия останова.

При решении задачи минимизации функционала (6) методом Ньютона возможны следующие варианты вычисления некоторых параметров на каждом итерационном шаге:

1. Вычисления коэффициентов Лагранжа 
[image: image86.wmf](
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 можно проводить, используя найденное направление следующего шага из решения (9), либо по формуле:



[image: image87.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

*

0

T

k

TT

AQQututdt

l

-

éù

=--

êú

ëû

ò

%

.


2. При определении оператора (7) можно воспользоваться предположением, что от параметра 
[image: image88.wmf]b

 зависит только оператор 
[image: image89.wmf]A

. Но можно предполагать зависимость 
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3. Вычисления можно проводить, не используя вторые производные, т.е. считать, что 
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4. Четвертым вариантом является применение метода Ньютона без использования коэффициентов Лагранжа.

В данной работе для минимизации функционала (6) использовались три метода: метод 

 редуцированного градиента (РГ), модифицированный метод Ньютона (МН) и метод Гаусса-Ньютона (Г-Н). Вычислительные эксперименты проводились на модельной задаче.

Рассматривается область с 3-мя слоями с шириной равной для нижнего слоя 
[image: image94.wmf]0.55

, среднего – 
[image: image95.wmf]0.2

 и верхнего соответственно 
[image: image96.wmf]0.25

. Коэффициент теплопроводности для данного теста равен
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Функция температуры для нижнего, среднего и верхнего слоев соответственно равна
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По результатам планирования эксперимента [3] выделено 3 оптимальные точки, характеристики которых представлены в таблице 5. Для определения преимущества оптимального планирования выбран неоптимальный план, состоящий из трех точек с координатами 
[image: image101.wmf](
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Таблица 1. Оптимальный план измерений

	№ оптимальной точки
	x - координата
	y - координата
	Вес точки

	1
	0.675
	0.425
	0.3129E-01

	2
	0.675
	0.6
	3.2973E-01

	3
	0.55
	0.75
	3.2918E-01


Таблица 2.  Характеристика результатов решения ОЗТпри различном уровне зашумления 

	Величина шума
	
	Оптимальный план
	Не оптимальный план

	
	
	РГ
	МН
	РГ
	МН

	5%
	Отн. cреднеквадр. ошибка, %
	1.332
	1.252
	4.667
	29.663

	10%
	Отн. cреднеквадр. ошибка, %
	2.860
	2.863
	9.750
	47.443

	20%
	Отн. cреднеквадр. ошибка, %
	5.146
	5.187
	19.234
	Не сходится


По результатам вычислительных экспериментов можно сделать следующие выводы:

1. Использование дополнительной информации – проведение измерений в точках оптимального плана позволяет повысить эффективность решения ОЗТ в 2-3 раза.

2. Стандартный метод Ньютона (без использования каких-либо модификаций) чувствителен к уровню зашумления, увеличению количества слоев (размерности пространства параметров) и достаточно слабо использует преимущества измерений, проведенных по оптимальной схеме.

3. Относительная среднеквадратичная ошибка решения ОЗТ методом Ньютона (не модифицированным) почти в два раза выше, чем в случае метода редуцированного градиента.

4. При использовании неоптимального плана измерений и при высоком уровне зашумления исходных данных (10-20%) метод редуцированного градиента дает увеличение среднеквадратичной ошибки в два раза по сравнению с решением ОЗТ при измерениях, проведенных по оптимальной схеме.

5. Метод редуцированного градиента устойчив к зашумлению. При увеличении уровня зашумления до 10% среднеквадратичная ошибка увеличивается в 2-2.5 раза по сравнению с аналогичным случаем при зашумлении 5%. Эта тенденция сохраняется и при увеличении уровня зашумления в два раза.
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