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1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Îäíèì èç ìåòîäîâ ãåîôèçè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä ñîïðîòèâëåíèé,

îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè ìíîãîýëåêòðîäíîé óñòàíîâêè, ðàñïîëîæåííîé íà äíåâíîé ïîâåðõíîñòè
[1]. Â ôèêñèðîâàííûõ òî÷êàõ íà ïîâåðõíîñòè çåìëè ðàñïîëîæåíû ïàðû ýëåêòðîäîâ, ê êîòîðûì ïîäâå-
äåíî ïîñòîÿííîå íàïðÿæåíèå. Ïî èçìåðÿåìûì çíà÷åíèÿì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü
ñâîéñòâà ñðåäû. Èññëåäóþòñÿ ìîäèôèêàöèè ìåòîäà Íüþòîíà äëÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà
äëÿ äàííîãî êëàññà îáðàòíûõ çàäà÷.

2 Ïðÿìîå ìîäåëèðîâàíèå
Ðàññìîòðèì ìíîãîñëîéíóþ ñðåäó (ðèñ. 1). Íà ãðàíèöå âåðõíåãî ñëîÿ ðàñïîëîæåíà ïàðà ýëåêòðî-
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Ðèñ. 1: Îáúåêò â ìíîãîñëîéíîé ñðåäå
Ðèñ. 2: Ex äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ òèïîâ ðåôå-
ðåíòíûõ ñðåä, âäîëü ëèíèè ïàðàëëåëüíîé AB,
óäàëåííîé íà 2ì.

äîâ, ê êîòîðûì ïîäâåäåíî ïîñòîÿííîå íàïðÿæåíèå. Íåîáõîäèìî íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîòåíöèàëà ϕ â ñðåäå.
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2.1 Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ, òîãäà ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè-

÷åñêîãî ïîëÿ â âèäå
~E = −∇ϕ.

Ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà ϕ îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷åé

−div σ∇ϕ = 0, â Ω; ∂Ω = ΓD ∪ ΓN

ϕ|ΓD
= ϕ0,

∂ϕ

∂n

∣∣∣∣
ΓN

= 0,

[ϕ]Γij
= 0,

[
σ

∂ϕ

∂n

]

Γij

= 0,

ãäå Γij � ãðàíèöû ðàçäåëà ïîäîáëàñòåé ñ ðàçëè÷íîé ýëåêòðîïðîâîäíîñòüþ.

2.2 Òèïû ðåôåðåíòíûõ ñðåä
Âî âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ âàðèàíòàõ ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî îáúåêò èìååò ïàðàëëåëåïèïåèäàëüíóþ

ôîðìó, ðàçìåðû 6ì×4ì×2ì è ïðîâîäèìîñòü 10−4 1
Îì ì , ãëóáèíà çàëåãàíèÿ 3ì äî öåíòðà îáúåêòà, ðàñ-

ñòîÿíèå ìåæäó ýëåêòðîäàìè 10 ì, ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ íà ýëåêòðîäàõ 300 Â. Ïðîâîäèëèñü èçìåðåíèÿ
êîìïîíåíòû Ex ïî ëèíèè, ðàñïîëîæåííîé íà íåêîòîðîì óäàëåíèè îò ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé ýëåêòðîäû.

Ìîäåëèðîâàíèå â ãîðèçîíòàëüíî-ñëîèñòîé ñðåäå (ðèñ. 2) ïîêàçàëî, ÷òî ïî Ex ìîæíî ñäåëàòü âûâîäû
î íàëè÷èè îáúåêòà, îòíîñèòåëüíîì ðàñïîëîæåíèè îáúåêòà è ýëåêòðîäîâ, î ïðîòÿæåííîñòè îáúåêòà â
íàïðàâëåíèè îñè x è ãëóáèíå åãî çàëåãàíèÿ.

Åñëè ðåôåðåíòíàÿ ñðåäà ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ñëîèñòóþ ñðåäó ñ âåðòèêàëüíîé ñòóïåíüêîé, òî ïî
êîìïîíåíòå íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ Ex èäåíòèôèöèðóåòñÿ îáúåêò è ñòóïåíüêà.

3 Îáðàòíàÿ çàäà÷à
Ïóñòü â ðåçóëüòàòå êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé àïïðîêñèìàöèè ïðÿìîé çàäà÷è ïîëó÷åíî óðàâíåíèå âèäà

A(m)u = q,

ãäå A(m) � êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ îïåðàòîðà, u � âåêòîð íåèçâåñòíûõ, q � âåêòîð ïðàâîé
÷àñòè, m � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ ïðîâîäèìîñòè ñðåäû, íàïðèìåð m = lnσ.

Ïóñòü èçâåñòíà áëèçêàÿ ïî çíà÷åíèþ ê m ôóíêöèÿ m̃, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îäíîé èç ðåôåðåíòíûõ ñðåä,
è èçâåñòíû ïîêàçàíèÿ äàò÷èêîâ b. Òîãäà çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ m ñôîðìóëèðóåì êàê çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè
ôóíêöèîíàëà [2]

φ(m, u) =
(

1
2
‖Qu− b‖2 +

β

2
‖W (m− m̃)‖2

)
, (1)

ïðè óñëîâèè
A(m)u = q, (2)

ãäå Q � îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé â ïðîñòðàíñòâî äàò÷èêîâ, β > 0 � ïàðàìåòð
ðåãóëÿðèçàöèè, W � ðåãóëÿðèçèðóþùèé îïåðàòîð. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

dim(u) = L, dim(m) = M, dim(b) = N.

Òîãäà ðàçìåðíîñòè ìàòðèö â (1)�(2) áóäóò ñëåäóþùèìè: dim(A) = L × L, dimQ = N × L, dimW =
M ×M .
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3.1 Ìåòîä Íüþòîíà
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè (1)�(2) âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.

Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(2) ñâåäåòñÿ ê ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà

L(u,m, p) =
1
2
‖Qu− b‖2 +

β

2
‖W (m− m̃)‖2 + pT (Au− q), (3)

ãäå p � L-âåêòîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (3) íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèé

∂L

∂u
= QT (Qu− b) + AT p = 0 (4a)

∂L

∂m
= βW T W (m− m̃) + GT p = 0 (4b)

∂L

∂p
= Au− q = 0, (4c)

ãäå G = ∂Au
∂m , {g}ij =

L∑
k=1

uk
∂aik
∂mj

, dimG = L×M .

Ðåøèì íåëèíåéíóþ ñèñòåìó (4) ìåòîäîì Íüþòîíà [3]. Êàæäàÿ èòåðàöèÿ ìåòîäà äëÿ íàõîæäåíèÿ
ïðèðàùåíèé δu, δm, δp òðåáóåò ðåøåíèÿ ñèñòåìû âèäà




QT Q K AT

KT βW T W + R GT

A G 0







δu
δm
δp


 = −




QT (Qu− b) + AT p
βW T W (m− m̃) + GT p

Au− q


 , (5)

ãäå R = ∂GT p
∂m , {r}ij =

L∑
k=1

pk
∂gT

ik
∂mj

, dimR = M ×M , K = ∂AT p
∂m , {k}ij =

L∑
k=1

pk
∂aT

ik
∂mj

, dimK = L×M .

Èñïîëüçóåì áëî÷íóþ ñòðóêòóðó (5) è âûðàçèì δu è δp.

δu = − (
u−A−1q + A−1Gδm

)
(6)

δp = A−1T
QT Q

(
u−A−1q

)
+ A−1T (

QT QA−1G−K
)
δm−A−1T

QT (Qu− b)− p (7)

(
βW T W + R−KT A−1G + GT A−1T

QT QA−1G−GT A−1T
K

)
δm =

= −βW T W (m− m̃) + KT
(
u−A−1q

)−GT A−1T
QT

(
b−QA−1q

)
(8)

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(2) (çàäà÷è (3)) ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ øàãîâ:

1. Çàäàòü íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ u0, m0 è p0;

2. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ (8), (7), (6) îòíîñèòåëüíî δmi, δpi, δui;

3. Âû÷èñëèòü ui+1 = ui + δui, pi+1 = pi + δpi, mi+1 = mi + δmi;

4. Ïðîâåðèòü óñëîâèå çàâåðøåíèÿ, íàïðèìåð ‖δmi‖ < εm:

à) Åñëè âûïîëíÿåòñÿ òî âûõîä;
á) Èíà÷å ïåðåõîä íà øàã 2.
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3.2 Ìîäèôèêàöèè ìåòîäà
Çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà u è ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà p èç (4a) è (4c) ìîãóò áûòü âûðàæåíû.

u = A−1q, (9)

p = −(AT )−1QT (Qu− b) (10)
Ñîîòíîøåíèÿ (9) è (10) èñïîëüçóþòñÿ äëÿ çàäàíèÿ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé u è p, ïðè ìîäèôèêàöèÿõ
ìåòîäà Íüþòîíà, à èìåííî: íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå u è p íà êàæäîé èòåðàöèè âìåñòî íàõîæäåíèÿ
ïðèðàùåíèé δu è δp èç (6) è (7).

Ðåøåíèå çàäà÷è (3) â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäëîæåííûì àëãîðèòìîì ïðèâîäèò ê ìåäëåííîé ñõîäèìîñòè
èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà èëè åãî ñòàãíàöèè ïðè íåóäà÷íîì âûáîðå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ m̃. Ïðîöåññ
ìîæåò áûòü óñêîðåí, åñëè ïðåíåáðå÷ü èíôîðìàöèåé î âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ R è K. Òîãäà ñîîòíîøåíèå
(8) ïðèìåò âèä

(
βW T W + GT (A−1)T QT QA−1G

)
δm = −βW T W (m− m̃)−GT (A−1)T QT

(
b−QA−1q

)
. (11)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî 4 ìîäèôèêàöèè ìåòîäà Íüþòîíà [3]:

N1. Íà êàæäîì øàãå âû÷èñëÿþòñÿ δm, δp, δu ïî ôîðìóëàì (8), (7), (6) è âû÷èñëÿþòñÿ m, u è p;

N2. Âû÷èñëÿþòñÿ δm è δp ïî ôîðìóëàì (8), (7), âû÷èñëÿåòñÿ m, âû÷èñëÿåòñÿ u ïî ôîðìóëå (9), çàòåì
âû÷èñëÿåòñÿ p;

N3. Âû÷èñëÿåòñÿ δm ïî ôîðìóëå (8), âû÷èñëÿåòñÿ m, âû÷èñëÿåòñÿ u è p ïî ôîðìóëàì (9) è (10).

GN. Âû÷èñëÿåòñÿ δm ïî ôîðìóëå (11), âû÷èñëÿåòñÿ m, âû÷èñëÿåòñÿ u ïî ôîðìóëå (9).

Ìåòîä N3 ýêâèâàëåíòåí ìåòîäó Íüþòîíà, à ìåòîä GN � ìåòîäó Ãàóññà-Íüþòîíà [3] äëÿ ýêñòðå-
ìàëüíîé çàäà÷è âèäà

arg min
m

φ(m) = arg min
m

(
1
2
‖QA−1(m)q − b‖2 +

β

2
‖W (m− m̃)‖2

)
.

Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ìîäèôèêàöèé N2, N3 è GN ìåíüøå, ÷åì â àëãîðèòìå N1. Äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (6) òðåáóåòñÿ äâå îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà âåêòîð, äëÿ (7)
� âîñåìü îïåðàöèé óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà âåêòîð è äâà ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé (ÑËÀÓ) ñ îäíîé ìàòðèöåé, íî ðàçíûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè. Â ìåòîäå GN êàæäàÿ èòåðàöèÿ
ðåøåíèÿ ñèñòåìû (11) òðåáóåò øåñòü îïåðàöèé óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà âåêòîð è ðåøåíèÿ äâóõ ÑËÀÓ,
â òî âðåìÿ, êàê ðåøåíèå (8) òðåáóåò îäèííàäöàòè ìàòðè÷íî-âåêòîðíûõ óìíîæåíèé è ðåøåíèÿ òðåõ
ÑËÀÓ.

4 Ðåçóëüòàòû
Ïðîâîäèëîñü òåñòèðîâàíèå íà òðåõ ðåôåðåíòíûõ ñðåäàõ: îáúåêò âî âìåùàþùåé ñðåäå ñ ïðîâîäèìî-

ñòüþ 1/100 1
Îì ì ; îáúåêò, ñëîé ñ ìîùíîñòüþ 1ì, ïðîâîäèìîñòüþ 1/100 1

Îì ì è âìåùàþùàÿ ñðåäà ïðîâî-
äèìîñòüþ 1/600 1

Îì ì ; îáúåêò, 2 ñëîÿ ñî ñòóïåí÷àòîé ãðàíèöåé íàä îáúåêòîì, ìîùíîñòüþ îò 1ì äî 1.5ì
è ïðîâîäèìîñòüþ 1/100 1

Îì ì è 1/300 1
Îì ì , è âìåùàþùàÿ ñðåäà ïðîâîäèìîñòüþ 1/600 1

Îì ì . Äàò÷èêè
ðàñïîëîæåíû íà äíåâíîé ïîâåðõíîñòè, ïîãðåøíîñòü 5%.

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà (òàáëèöà 1) ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî ïðàê-
òè÷åñêè âñå ðàññìîòðåííûå ìåòîäû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ðåøåíèÿ äàííîãî òèïà îáðàòíûõ
çàäà÷. Íî ìîäèôèêàöèÿ GN õàðàêòåðèçóåòñÿ ìåíüøåé ñëîæíîñòüþ.
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� N1 N2 N3 GN σi, 1
Îì ì

1 4 4 4 10 σ0 = 9.9 · 10−5, σ1 = 0.01
2 18 18 18 19 σ0 = 9.9 · 10−5, σ1 = 9.9 · 10−3, σ2 = 1.6 · 10−3

3 11 11 11 11 σ0 = 9.9 · 10−5, σ1 = 0.01, σ2 = 1.6 · 10−3, σ3 = 3.3 · 10−3

Òàáëèöà 1: Êîëè÷åñòâî èòåðàöèé ðàññìîòðåííûõ ìîäèôèêàöèé äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ðåôåðåíòíûõ
ñðåä
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