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M ∼= Zd, â.¥.

A =
⊕

u∈M

Au

¨ Au ·Av ⊆ Au+v. �áâ¥áâ¢¥® á¯à®á¨âì, ¤«ï ª ª¨å ¯ à (u, v) ∈ M2 ®â®¡à ¦¥-

¨¥ ã¬®¦¥¨ï Au ⊗Av → Au+v áîàì¥ªâ¨¢®. �à¨ â ª®© ¯®áâ ®¢ª¥ ¢®¯à®á 

®â¢¥â ¡ã¤¥â á¨«ì® § ¢¨á¨âì ®â áâàãªâãàë £à ¤ã¨à®¢ ®©  «£¥¡àë A.

�à¨¬¥à 1. �ãáâì d = 1 ¨ Au = 0 ¯à¨ u < 0. �®¦¥â ®ª § âìáï, çâ® ®â®-

¡à ¦¥¨¥ Au ⊗ Av → Au+v ¥áîàì¥ªâ¨¢® ¤«ï áª®«ì ã£®¤® ¡®«ìè¨å u ¨ v.
(�®áâ â®ç® à áá¬®âà¥âì A = k[T1, T2] á deg(T1) = 1, deg(T2) = 2, a u ¨ v ¯®-

«®¦¨âì ¥ç¥âë¬¨.) �¤ ª®, ¥á«¨ ®¯à¥¤¥«¨âì s-e à §àï¦¥¨¥  «£¥¡àë A ª ª

As = ⊕n≥0Ans, â® ç¨á«® s ¬®¦® ¯®¤®¡à âì â ª, çâ®  «£¥¡à  As ¯®à®¦¤ ¥âáï

á¢®¨¬¨ ã«¥¢®© ¨ ¯¥à¢®© ª®¬¯®¥â ¬¨. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® Au⊗Av → Au+v

áîàê¥ªâ¨¢® ¤«ï «î¡ëå u, v ∈ sZ≥0.

� ë© ¯à¨¬¥à ¬®â¨¢¨àã¥â á«¥¤ãîé¥¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥: ¯ àã í«¥¬¥â®¢ (u, v) ∈
M2 ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ¯®à®¦¤ îé¥©, ¥á«¨  ©¤¥âáï â ª®¥ m > 0, çâ® ¤«ï «î¡®-

£® k > 0 ®â®¡à ¦¥¨¥ Akmu ⊗ Akmv → Akm(u+v) áîàê¥ªâ¨¢®. � è ®á®¢®©

à¥§ã«ìâ â ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¬®¦¥áâ¢® ¯®à®¦¤ îé¨å ¯ à ¤®¯ãáª ¥â (¯®çâ¨)

¯®«®¥ ®¯¨á ¨¥ ¢ â¥à¬¨ å â ª  §ë¢ ¥¬®£® GIT -¢¥¥à , ª®â®àë© á®¯®áâ ¢«ï-
¥âáï «î¡®© £à ¤ã¨à®¢ ®©  «£¥¡à¥. � ª®© ¢¥¥à ¢¯¥à¢ë¥ ¢®§¨ª ¢ à ¡®â¥ [3]

¢ à ¬ª å £¥®¬¥âà¨ç¥áª®© â¥®à¨¨ ¨¢ à¨ â®¢.

� ¯®¬¨¬ ¥®¡å®¤¨¬ë¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï. M -£à ¤ã¨à®¢ª   «£¥¡à  A ®¤®-

§ ç® ®¯à¥¤¥«ï¥â ¤¥©áâ¢¨¥  «£¥¡à ¨ç¥áª®£® â®à  T := Spec(k[M ])    ää¨-

®¬  «£¥¡à ¨ç¥áª®¬ ¬®£®®¡à §¨¨ X := Spec(A): ¤«ï «î¡®£® u ∈ M í«¥¬¥âë

f ∈ Au áãâì ¯®«ã¨¢ à¨ âë ¢¥á  χu : T → k∗, â.¥. ª ¦¤ë© f ∈ Au ã¤®¢«¥â¢®-

àï¥â f(t · x) := χu(t)f(x). �®¤ ¢¥á®¢ë¬ ª®ãá®¬ £à ¤¨à®¢ ®©  «£¥¡àë A ¬ë

¡ã¤¥¬ ¯®¨¬ âì ¢ë¯ãª«ë© ¯®«¨í¤à «ìë© ª®ãá ω(A) ⊆ Q ⊗Z M , ¯®à®¦¤¥-

ë© ¢¥c ¬¨ u ∈ M , â ª¨¬¨ çâ® Au �= 0. �¯à¥¤¥«¨¬ ®à¡¨âë© ª®ãá â®çª¨

x ∈ X ª ª ¢ë¯ãª«ë© ¯®«¨í¤à «ìë© ª®ãá ω(x) ⊆ Q ⊗Z M , ¯®à®¦¤¥ë©
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¢¥á ¬¨ u ∈ ω(A), ¤«ï ª®â®àëå ¨¬¥¥âáï f ∈ Au, â ª ï çâ® f(x) �= 0. �®¦¥-

áâ¢® ®à¡¨âëå ª®ãá®¢ ª®¥ç®, ¨ á ª ¦¤ë¬ í«¥¬¥â®¬ u ∈ ω(A) ¬ë ¬®¦¥¬

á¢ï§ âì ¥é¥ ®¤¨ ¢ë¯ãª«ë© ¯®«¨í¤à «ìë© ª®ãá, ª®â®àë© ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì

GIT-ª®ãá®¬ â®çª¨ u:

λ(u) :=
⋂

x∈X,
u∈ω(x)

ω(x).

GIT-ª®ãá  ¯®ªàë¢ îâ ¢¥á®¢®© ª®ãá ω(A), ¨, ª ª ¯®ª § ® ¢ [3, Thm. 3.11],
¨å á®¢®ªã¯®áâì �(A) ®¡à §ã¥â ¢¥¥à: ¥á«¨ λ ∈ �(A), â® ª ¦¤ ï £à ì λ â ª¦¥

«¥¦¨â ¢ �(A), ¨ ¤«ï τ, λ ∈ �(A) ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ τ ∩ λ ¥áâì £à ì ª ª λ, â ª ¨ τ .
� ¬¥â¨¬, çâ® ¢ íâ®¬ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ ¤®¯ãáª îâáï ª®ãá , á®¤¥à¦ é¨¥ ¯àï¬ë¥.

�¥®à¥¬  2. [2, Thm. 1]

1. �á«¨ ¯ à  u, v ∈ ω(A)∩M ï¢«ï¥âáï ¯®à®¦¤ îé¥©, â® ¢¥á  u, v «¥¦ â

¢ ®¡é¥¬ GIT-ª®ãá¥ λ ∈ �(A).
2. �á«¨ u, v ∈ ω(A) ∩ M «¥¦ â ¢ ®¡é¥¬ GIT-ª®ãá¥ λ ∈ �(A) ¨ ¢¥á u á®-

¤¥à¦¨âáï ¢ ®â®á¨â¥«ì®© ¢ãâà¥®áâ¨ λ◦
ª®ãá  λ, â® ¯ à  (u, v)

ï¢«ï¥âáï ¯®à®¦¤ îé¥©.

�á«¨ ¢¥á  u, v ∈ ω(A) ∩ M ¯®¯ «¨   £à ¨æã ®¡é¥£® GIT-ª®ãá  λ ∈
�(A), â® ¯ à  (u, v) ¬®¦¥â ®ª § âìáï ª ª ¯®à®¦¤ îé¥©, â ª ¨ ¥â. �¥à¢ãî

¢®§¬®¦®áâì ¯à®¤¥¬®áâà¨à®¢ âì «¥£ª®,   ¢â®àãî ¯®¤â¢¥à¦¤ ¥â á«¥¤ãîé¨©

¯à¨¬¥à.

�à¨¬¥à 3. � áá¬®âà¨¬ ª®«ìæ® ¬®£®ç«¥®¢ A := k[T1, T2, T3, T4] ¨ ®¯à¥-

¤¥«¨¬ Z2-£à ¤ã¨à®¢ªã   A ª ª

deg(T1) := (4, 1), deg(T2) := (2, 1), deg(T3) := (1, 2), deg(T4) := (1, 3).

�î¡®© ª®ãá ¢ Q2, ¯®à®¦¤¥ë© ¯®¤¬®¦¥áâ¢®¬ ¬®¦¥áâ¢  ¢¥á®¢ ®¡à §ãî-

é¨å, ï¢«ï¥âáï ®à¡¨âë¬ ª®ãá®¬, ¨ ¯®â®¬ã ¨¬¥îâáï âà¨ GIT-ª®ãá  ¬ ª-

á¨¬ «ì®© à §¬¥à®áâ¨. � à  u := (2, 1) ¨ v := (1, 2) á®¤¥à¦¨âáï ¢ ®¡é¥¬

GIT-ª®ãá¥, ® ¯®à®¦¤ îé¥© ¥ ï¢«ï¥âáï: ¬®¦® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® ¬®®¬ë

T1T
n−2
2 Tn−1

3 T4 ∈ An(u+v)

¥ ¬®£ãâ ¡ëâì ¯®«ãç¥ë ¯¥à¥¬®¦¥¨¥¬ í«¥¬¥â®¢ ¨§ Anu ¨ Anv.

�®«ãç¥  â ª¦¥ £¥®¬¥âà¨ç¥áª ï å à ªâ¥à¨§ æ¨ï ¯®à®¦¤ îé¨å ¯ à [2,

Thm. 2]. � ®¡®á®¢ ¨¨ íâ¨å à¥§ã«ìâ â®¢ ¨á¯®«ì§ãîâáï ¬¥â®¤ë £¥®¬¥âà¨-

ç¥áª®© â¥®à¨¨ ¨¢ à¨ â®¢ ¨ ª®áâàãªæ¨ï ®¤®à®¤®£® ª®®à¤¨ â®£® ª®«ì-

æ  (ª®«ìæ  �®ªá )  «£¥¡à ¨ç¥áª®£® ¬®£®®¡à §¨ï, ®¡®¡é îé ï ª®áâàãªæ¨î

�®ªá  [4] ¨§ â®à¨ç¥áª®© £¥®¬¥âà¨¨. �ã¦ë¥  ¬ á¢®©áâ¢  ª®áâàãªæ¨¨ �®ªá 

¡ë«¨ ¯®«ãç¥ë ¢ [1].
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