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�­­®â æ¨ï. �  ¤®ª« ¤¥ ¡ã¤¥â ¯à¥¤áâ ¢«¥­  áâàãªâãà  à¥è¥­¨ï ¡¨«¨-

­¥©­®£® ãà ¢­¥­¨ï x1y1+. . .+xnyn = 0 ­ ¤ á¢®¡®¤­®©  ­â¨ª®¬¬ãâ â¨¢­®©

 «£¥¡à®© A,   â ª¦¥ { ãà ¢­¥­¨©, á¢®¤ïé¨åáï ª ¡¨«¨­¥©­ë¬, ­ ¯à¨¬¥à,

xy = uv, £¤¥ u, v ∈ A, ¨«¨ x1u1 + . . . + xnun = 0, ui ∈ A. �¥è¥­¨ï

â ª¨å ãà ¢­¥­¨© ®¡à §ãîâ ®£à ­¨ç¥­­ë¥ á ¯ à ¬¥âà ¬¨  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥

¬­®¦¥áâ¢  ­ ¤  «£¥¡à®© A.

�ãáâì A { á¢®¡®¤­ ï ª®­¥ç­® ¯®à®¦¤ñ­­ ï  ­â¨ª®¬¬ãâ â¨¢­ ï  «£¥¡à 

­ ¤ ¯®«¥¬ k à ­£  r ¨ L { á¢®¡®¤­ ï  «£¥¡à  �¨ ­ ¤ ¯®«¥¬ k à ­£  r.
� 2005 £®¤ã ¢ëè«  áâ âìï [1] �.�.� ­¨ïà®¢®© ¨ �.�.�¥¬¥á«¥­­¨ª®¢ 

\�£à ­¨ç¥­­ ï  «£¥¡à ¨ç¥áª ï £¥®¬¥âà¨ï ­ ¤ á¢®¡®¤­®©  «£¥¡à®© �¨" (�«-

£¥¡à  ¨ «®£¨ª , 44(3), 269{304). � ¤ ­­®© à ¡®â¥ ¡ë«¨ ®¯à¥¤¥«¥­ë ¨ ª« á-

á¨ä¨æ¨à®¢ ­ë â ª ­ §ë¢ ¥¬ë¥ ®£à ­¨ç¥­­ë¥  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ ¬­®¦¥áâ¢  ­ ¤

 «£¥¡à®© L. �¯à¥¤¥«¥­¨¥ ®£à ­¨ç¥­­ëå  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ¬­®¦¥áâ¢ ¬ë ¤ «¨

âà¥¬ï á¯®á®¡ ¬¨: ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ­  ï§ëª¥  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ¬­®¦¥áâ¢, ­ 

ï§ëª¥ à ¤¨ª «®¢ ¨ ­  ï§ëª¥ ª®®à¤¨­ â­ëå  «£¥¡à. �®ááâ ­®¢¨¬ ¯¥à¢®¥ ¨§

­¨å.

�«£¥¡à ¨ç¥áª®¥ ¬­®¦¥áâ¢® Y = V(S), S = S(x1, . . . , xn), ­ ¤  «£¥¡à®© L
­ §ë¢ ¥âáï ®£à ­¨ç¥­­ë¬, ¥á«¨ ®­® á®¤¥à¦¨âáï ¢ ª®­¥ç­®¬¥à­®¬ k" «¨­¥©­®¬
¯®¤¯à®áâà ­áâ¢¥ n" ¬¥à­®£®  ää¨­­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  Ln. �àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨,

¬­®¦¥áâ¢® Y ®£à ­¨ç¥­®, ¥á«¨ ­ ©¤ãâáï â ª¨¥ í«¥¬¥­âë v1, . . . , vm ∈ L, çâ®
Y = {(α11v1+ . . .+α1mvm, . . . , αn1v1+ . . .+αnmvm) |αij ∈ k}. �¤¥áì ª®íää¨æ¨-
¥­âë ¯®«ï αij ¯à®¡¥£ îâ ª ª®¥-â® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ¢ knm. � ¬¨ ¡ë«® ¯®ª § ­®,

çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¬¥¦¤ã  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬¨

¬­®¦¥áâ¢ ¬¨ ­ ¤ ¯®«¥¬ k ¨ ®£à ­¨ç¥­­ë¬¨  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬¨ ¬­®¦¥áâ¢ ¬¨

­ ¤  «£¥¡à®© �¨ L.
�£à ­¨ç¥­­ë¥  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ ¬­®¦¥áâ¢  á®áâ ¢«ïîâè¨à®ª¨© ¯« áâ ¢ ª -

â¥£®à¨¨ ¢á¥å  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ¬­®¦¥áâ¢ ­ ¤  «£¥¡à®© L. � ª ®ª § «®áì, çâ® ¢á¥
à¥§ã«ìâ âë ã¯®¬ï­ãâ®© ¢ëè¥ à ¡®âë [1] ¡¥§ ¨§¬¥­¥­¨© ¯¥à¥­®áïâáï á  «£¥¡àë

�¨ L ­   ­â¨ª®¬¬ãâ â¨¢­ãî  «£¥¡àã A. �â®â ä ªâ áâ « ®á­®¢ ­¨¥¬ ¤«ï â®£®,

çâ®¡ë ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬ ¨§ãç âì  «£¥¡à ¨ç¥áªãî £¥®¬¥âà¨î ­ ¤  «£¥¡à ¬¨ L ¨

A ¯ à ««¥«ì­®.

� 2006 £®¤ã �.��¥¬¥á«¥­­¨ª®¢ ¨ �.�âñà ­ ¯¨á «¨ à ¡®âã [2] \The equa-

tion [x, u] + [y, v] = 0 in free Lie algebras" (http://eprints.ma.man.ac.uk/272/). �
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­¥© ¨áá«¥¤®¢ ­ë à¥è¥­¨ï ãà ¢­¥­¨© [x, u] + [y, v] = 0 (u, v ∈ L) ­ ¤  «£¥¡à®©

�¨ L. � ª ®ª § «®áì, â ª¨¥ ãà ¢­¥­¨ï à¥è îâáï á«®¦­®,   ¨å à¥è¥­¨ï ­¥

ï¢«ïîâáï ®£à ­¨ç¥­­ë¬¨ ¬­®¦¥áâ¢ ¬¨.

�¥¤ ¢­® ¬ë ¯à¨áâã¯¨«¨ ª ¨§ãç¥­¨î ¯®¤®¡­ëå ãà ¢­¥­¨© ­ ¤ á¢®¡®¤­®©

 ­â¨ª®¬¬ãâ â¨¢­®©  «£¥¡à®© A. �ëïá­¨«®áì, çâ® ­ ¤  «£¥¡à®© A ¯®¤®¡­ë¥

«¨­¥©­ë¥ ãà ¢­¥­¨ï à¥è îâáï §­ ç¨â¥«ì­® ¯à®é¥, ç¥¬ ­ ¤  «£¥¡à®© L,   ¨å
à¥è¥­¨ï ®¡à §ãîâ ®£à ­¨ç¥­­ë¥ ¬­®¦¥áâ¢ .

�®«¥¥ ®¡é®, ¬ë à áá¬®âà¥«¨ ¡¨«¨­¥©­ë¥ ãà ¢­¥­¨ï x1y1 + . . .+xnyn = 0,

  â ª¦¥ àï¤ ãà ¢­¥­¨©, á¢®¤ïé¨åáï ª ¡¨«¨­¥©­ë¬, ­ è«¨ ¨å à¥è¥­¨ï, ¯®ª -

§ «¨, çâ® à¥è¥­¨ï ï¢«ïîâáï ®£à ­¨ç¥­­ë¬¨ á ¯ à ¬¥âà ¬¨ ¬­®¦¥áâ¢ ¬¨.

�®à¬ «ì­® ¯®­ïâ¨¥ ®£à ­¨ç¥­­®£® á ¯ à ¬¥âà ¬¨ ¬­®¦¥áâ¢  ¬ë ®¯à¥¤¥-

«ï¥¬ ­  ï§ëª¥ ª®®à¤¨­ â­ëå  «£¥¡à:  «£¥¡à ¨ç¥áª®¥ ¬­®¦¥áâ¢® Y ­ ¤  «-

£¥¡à®© A ­ §ë¢ ¥âáï ®£à ­¨ç¥­­ë¬ á ¯ à ¬¥âà ¬¨, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥

¯ à ¬¥âàë t1, . . . , ts, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® Y ®£à ­¨ç¥­® (¢ á¬ëá«¥ ¤ ­­®£® ¢ëè¥

®¯à¥¤¥«¥­¨ï) ­ ¤  «£¥¡à®© A[t1, . . . , ts]. �«£¥¡à  A[t1, . . . , ts] ï¢«ï¥âáï á¢®¡®¤-

­ë¬ à áè¨à¥­¨¥¬  «£¥¡àë A á ¯®¬®éìî ­®¢ëå ­¥§ ¢¨á¨¬ëå ¯®à®¦¤ îé¨å

t1, . . . , ts, â® ¥áâì á¢®¡®¤­®©  ­â¨ª®¬¬ãâ â¨¢­®©  «£¥¡à®© à ­£  r + s.
�à¨¢¥¤ñ¬ ¯à¨¬¥àë ®£à ­¨ç¥­­ëå á ¯ à ¬¥âà ¬¨  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ¬­®¦¥áâ¢

­ ¤  «£¥¡à®© A. � ¨å ç¨á«® ¢å®¤ïâ ®á­®¢­ë¥ à¥§ã«ìâ âë ¤ ­­®£® ¤®ª« ¤ .

1. � áá¬®âà¨¬ ãà ¢­¥­¨¥ S0 : xu = 0, £¤¥ u ∈ A. �á«¨ u �= 0, â® à¥è¥­¨¥

V(S0) = {αu |α ∈ k} ï¢«ï¥âáï ®£à ­¨ç¥­­ë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬. �á«¨ u=0, â®
V(S0) = {t | t ∈ A} { ®£à ­¨ç¥­­®¥ á ¯ à ¬¥âà®¬ t ¬­®¦¥áâ¢®; ¯ à ¬¥âà
t ¯à®¡¥£ ¥â ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å í«¥¬¥­â®¢  «£¥¡àë A.

2. �ãáâì S1 : xu + yv = 0, £¤¥ u, v ∈ A. �á«¨ í«¥¬¥­âë u ¨ v «¨­¥©­®

­¥§ ¢¨á¨¬ë, â® à¥è¥­¨¥

V(S1) = {x = αu+ βv, y = βu+ γv | α, β, γ ∈ k} −

®£à ­¨ç¥­­®¥ ¬­®¦¥áâ¢®. �á«¨ í«¥¬¥­âë u ¨ v «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ë (áª -

¦¥¬, v = λu), â® S2 : (x+ λy) v = 0 ¨ à¥è¥­¨¥

V(S1) = {x = αu− λt, y = t | α ∈ k, t ∈ A}

®£à ­¨ç¥­® á ¯ à ¬¥âà®¬ t.
3. �¡®¡é¥­¨¥¬ ãà ¢­¥­¨ï S1 ï¢«ï¥âáï ãà ¢­¥­¨¥

S2 : x1u1 + . . .+ xnun = 0, u1, . . . , un ∈ A.

�á«¨ í«¥¬¥­âë u1, . . . , un «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ë, â® à¥è¥­¨¥

V(S2) = {(x1, . . . , xn) = (u1, . . . , un) · C | C ∈ Mn(k), C
T = C} −

®£à ­¨ç¥­­®¥ ¬­®¦¥áâ¢®. �á«¨, ­ ¯à¨¬¥à, í«¥¬¥­âë u1, . . . , um, m < n,
«¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ë ¨ um+i = λi1u1+. . .+λimum ¤«ï «î¡®£® i = 1, . . . , s,
s = n −m, â®

V(S2) = {(x1, . . . , xn) = (u1, . . . , um, t1, . . . , ts) ·
(

C 0

D E

)
|

C ∈ Mm(k), CT = C, Dij = −λij , t1, . . . , ts ∈ A}.
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4. � áá¬®âà¨¬ ¡¨«¨­¥©­®¥ ãà ¢­¥­¨¥ S3 : x1y1 + . . . + xnyn = 0. �£®

à¥è¥­¨¥ ¨¬¥¥â ¢¨¤

V(S3) = {(x1, . . . , xn) = (t1, . . . , tn) · B, (y1, . . . , yn) = (t1, . . . , tn) · C |
B, C ∈ Mn(k), BCT = CBT , t1, . . . , tn ∈ A}

¨ ï¢«ï¥âáï ®£à ­¨ç¥­­ë¬ á ¯ à ¬¥âà ¬¨ t1, . . . , tn ¬­®¦¥áâ¢®¬.

5. �®áâ ¢¨¢ ª®­áâ ­âë ­  ¬¥áâ  ­¥ª®â®àëå ¯¥à¥¬¥­­ëå ¢ ¡¨«¨­¥©­®¬ ãà ¢-

­¥­¨¨, ¯®«ãç¨¬ ãà ¢­¥­¨¥

S4 : x1y1 + . . .+ xnyn + z1w1 + . . .+ zmwm + u1v1 + . . .+ ulvl = 0,

£¤¥ w1, . . . , wm, u1, . . . , ul, v1, . . . , vl ∈ A. �ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® ¬­®¦¥áâ¢®

ª®­áâ ­â «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬® ¢ á®¢®ªã¯­®áâ¨ (íâ®£® ¢á¥£¤  ¬®¦­® ¤®-

¡¨âìáï). �ãáâì s = n − l. �á«¨ s < 0, â® V(S4) = ∅. �á«¨ s = 0, â®

V(S4) { ®£à ­¨ç¥­­®¥ ¬­®¦¥áâ¢®. �á«¨ s > 0, â®

V(S4) = {x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, z1, . . . , zm ∈ link{w1, . . . , wm, u1, . . . , ul,

v1, . . . , vl, t1, . . . , ts} | t1, . . . , ts ∈ A},
£¤¥ ª®íää¨æ¨¥­âë ¯®«ï, ãç áâ¢ãîé¨¥ ¢ à §«®¦¥­¨¨, ¯à®¡¥£ îâ ­¥-

ª®â®à®¥  «£¥¡à ¨ç¥áª®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ­ ¤ ¯®«¥¬ k. � áâ­ë¬¨ á«ãç ï¬¨

ãà ¢­¥­¨ï S4 ï¢«ïîâáï ãà ¢­¥­¨ï S5, S6 ­¨¦¥.
6. S5 : xy + zw = 0, £¤¥ w ∈ A, w �= 0 (§¤¥áì s = 1). �®£¤ 

V(S5) = {(x, y) = (u, t) · B, z = αu+ det(B) · t |B ∈ M2(k), α ∈ k, t ∈ A}.
7. S6 : xy = uv, £¤¥ u, v { «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ë¥ í«¥¬¥­âë  «£¥¡àë A

(§¤¥áì s = 0). � ­¥¥ ã¦¥ ¯à¥¤¯à¨­¨¬ «¨áì ¯®¯ëâª¨ à¥è¥­¨ï ¤ ­­®£®

ãà ¢­¥­¨ï ­ ¤  «£¥¡à®© �¨ L, ­® ® ª ª¨å-«¨¡® ¯®«®¦¨â¥«ì­ëå à¥§ã«ì-
â â å­ ¬ ­¥ ¨§¢¥áâ­®. � ¤  ­â¨ª®¬¬ãâ â¨¢­®© ¦¥  «£¥¡à®© A à¥è¥­¨¥

ãà ¢­¥­¨ï S6 ­ å®¤¨âáï ¤®¢®«ì­® ¯à®áâ®: ¨¬¥¥â ¢¨¤

V(S6) = {(x, y) = (u, v) ·B | B ∈ Sl2(k)}
¨ ï¢«ï¥âáï ®£à ­¨ç¥­­ë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬.

8. �¥è¥­¨¥ ãà ¢­¥­¨ï S7 : (xy)z = 0 á¢®¤¨âáï ª à¥è¥­¨î ãà ¢­¥­¨ï S6.
�«£¥¡à ¨ç¥áª®¥ ¬­®¦¥áâ¢®

V(S7) = {(x, y) = (t1, t2) · B, z = αt1t2 | B ∈ Sl2(k), α ∈ k, t1, t2 ∈ A}
®£à ­¨ç¥­® á ¯ à ¬¥âà ¬¨ t1, t2.
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