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� ¤ ­­®© à ¡®â¥ à áá¬ âà¨¢ îâáï ­¥áâ ­¤ àâ­ë¥ á¯®á®¡ë ®¯à¥¤¥«¥­¨ï

ä®àá¨­£ , ¯à¨ ª®â®àëå ¢ë­ã¦¤ ¥¬ë ®¤­®¢à¥¬¥­­® ¯ àë ¯à®â¨¢®à¥ç¨¢ëå áã-

¦¤¥­¨© ¢¨¤ : (∀n A(n) ¨ ¬A(n0)) ¨«¨ (B(n1) ¨ ¬∃n B(n)).
� £«ï¤­® ¨¤¥î ä®àá¨­£  ¬®¦­® ¨­â¥à¯à¥â¨à®¢ âì á«¥¤ãîé¨¬ á¯®á®¡®¬.

�ãáâì ¯à¥¤áâ®¨â ®¯à¥¤¥«¨âì ­¥ª®â®à®¥ ¯®­ïâ¨¥ P , ª®â®à®¥ ­¥ ¨¬¥¥â ç¥âª®£®
á®¤¥à¦ ­¨ï, ­ ¯à¨¬¥à, ¢ªãá­ ï ¥¤ , ªà á¨¢ ï ¦¥­é¨­ , «¨¤¥à ª®««¥ªâ¨¢ , ¨

â. ¯. �®£¤  ® á¬ëá«¥ â ª®£® ¯®­ïâ¨ï ¬®¦­® áã¤¨âì «¨èì ­  ®á­®¢ ­¨¨ ¬­¥­¨©

­¥ª®â®àëå íªá¯¥àâ®¢. �ç¨â ¥¬, çâ® ¨¬¥¥âáï ­¥ª®â®à®¥ á®®¡é¥áâ¢® íªá¯¥àâ®¢,

¨ ª ¦¤ë© ¨§ ­¨å ®¡á«¥¤ã¥â ª ª¨¥-â® ®¡ê¥ªâë ¨ ¢ëáª §ë¢ ¥â á¢®¥ ¬­¥­¨¥ ®

á®®â¢¥âáâ¢¨¨ íâ¨å ®¡ê¥ªâ®¢ ¯®­ïâ¨î P . �­¥­¨¥ íªá¯¥àâ  íâ® ª®­¥ç­®¥ ­¥-

¯à®â¨¢®à¥ç¨¢®¥ ¬­®¦¥áâ¢®, á®áâ ¢«¥­­®¥ ¨§ ¯à®áâ¥©è¨å ¢ëáª §ë¢ ­¨© ¢¨¤ 

P(a) ¨«¨ ¬P(a), £¤¥ a | à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë¥ ®¡ê¥ªâë. � ª¨¥ ¬­®¦¥áâ¢  ­ §ë-

¢ îâáï ¢ë­ã¦¤ îé¨¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨. �àã£¨¥ á¢®©áâ¢  ®¡ê¥ªâ®¢ § ¯¨áë¢ îâáï

ä®à¬ã« ¬¨ ­¥ª®â®à®© ­¥¯à®â¨¢®à¥ç¨¢®©ä®à¬ «ì­®© á¨áâ¥¬ëT , á®¤¥à¦ é¥©

á¨¬¢®« P . �  ®á­®¢¥ á¢®¥£® ¬­¥­¨ï íªá¯¥àâ ¬®¦¥â ®æ¥­¨¢ âì ¡®«¥¥ á«®¦­ë¥

ä®à¬ã«ë á¨áâ¥¬ë T . �â® ®æ¥­¨¢ ­¨¥ ­ §ë¢ ¥âáï ¢ë­ã¦¤¥­¨¥¬ ¨ ®áãé¥áâ¢«ï-

¥âáï ¯® ®¯à¥¤¥«¥­­ë¬ ¯à ¢¨« ¬. �à¥¤¯®« £ ¥¬, çâ® ¯® ¬¥à¥ à áè¨à¥­¨ï ®¯ë-

â  ¬­¥­¨¥ íªá¯¥àâ  ¬®¦¥â ¨§¬¥­ïâìáï, ­® ¯à¨ íâ®¬ â ª®¥ ¨§¬¥­¥­¨¥ ­¥ ¤®«¦­®

¯à®â¨¢®à¥ç¨âì à ­¥¥ ¢ëáª § ­­®¬ã ¬­¥­¨î. �ãáâì ¯à®æ¥áá ®æ¥­¨¢ ­¨ï ¯à®-

¤®«¦ ¥âáï ¤®áâ â®ç­® ¤®«£®, ¯®íâ®¬ã ­  ª ª®¬-â® íâ ¯¥ ¬®¦¥â ¢®§­¨ª­ãâì

á¨âã æ¨ï, ª®£¤  ¯® ¯à ¢¨« ¬ ä®àá¨­£  íªá¯¥àâ ¬®¦¥â ¤ âì ®æ¥­ªã «î¡®¬ã

áã¦¤¥­¨î á¨áâ¥¬ë T . �ã¦¤¥­¨ï, ¯®«ãç¨¢è¨¥ ¯®«®¦¨â¥«ì­ë¥ ®æ¥­ª¨ ¢á¥å

íªá¯¥àâ®¢, ­ §ë¢ îâáï ®¡é¥¯à¨­ïâë¬¨. � ¥á«¨ ¢ ­¥ª®â®à®© ¬®¤¥«¨ á¨áâ¥¬ë

T ¨áâ¨­­ë¥ áã¦¤¥­¨ï á®¢¯ ¤ îâ á ®¡é¥¯à¨­ïâë¬¨ áã¦¤¥­¨ï¬¨, â® ¯à¥¤¨-

ª â P ­ §ë¢ ¥âáï £¥­¥à¨ç¥áª¨¬. � â ª¨å á«ãç ïå ®¡é¥¯à¨­ïâë¥ áã¦¤¥­¨ï

á®£« á®¢ ­ë á ¨§¢¥áâ­ë¬¨ â ¢â®«®£¨ï¬¨ «®£¨ª¨ ¯à¥¤¨ª â®¢.

� ¬¥â¨¬, çâ® ¥á«¨ ¬ë ¨áá«¥¤ã¥¬ à¥ªãàá¨¢­ë© ¯à¥¤¨ª â P , â® ãª § ­­ ï

£¥­¥à¨ç­®áâì ¦¥« â¥«ì­ . � ¢®â ª®£¤  à¥çì ¨¤¥â ® ­¥ç¥âª¨å ¯®­ïâ¨ïå, â® £¥-

­¥à¨ç­®áâì ¡ã¤¥â ¯®¬¥å®©. �®íâ®¬ã ®¯à¥¤¥«¥­­ë© ¨­â¥à¥á ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ä®à-

á¨­£, ª®£¤  ¨áâ¨­­ë¥ áã¦¤¥­¨ï ­¥ á®¢¯ ¤ îâ á ®¡é¥¯à¨­ïâë¬¨. �áâ¥áâ¢¥­­ë©

è £ ¢ íâ®¬ ­ ¯à ¢«¥­¨¨ | íâ® ¤®¡¨âìáï, çâ®¡ë ­¥ª®â®àë¥ «®£¨ç¥áª¨¥ â ¢â®-

«®£¨¨ ¡ë«¨, ¯® ¬¥­ìè¥© ¬¥à¥, ­¥ ¢á¥£¤  ¢ë­ã¦¤ ¥¬ë. �¤¨­ ¨§ á¯®á®¡®¢ à¥è¥-

­¨ï íâ®© ¯à®¡«¥¬ë à áá¬®âà¥­ ¢ ¤ ­­®© à ¡®â¥. �á­®¢­ë¥ ¯®­ïâ¨ï ä®àá¨­£ 

®¯à¥¤¥«ï¥¬ ¯à¨¬¥­¨â¥«ì­® ª  à¨ä¬¥â¨ç¥áª®¬ã ï§ëªã. � ª ç¥áâ¢¥ ãª § ­­®©

¢ëè¥ á¨áâ¥¬ë T à áá¬ âà¨¢ ¥¬ á¨áâ¥¬ã Z (P), ï¢«ïîéãîáï ª®­á¥à¢ â¨¢­ë¬
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à áè¨à¥­¨¥¬  à¨ä¬¥â¨ª¨ �¥ ­®. � ¦¤®¬ã ¢ë­ã¦¤ îé¥¬ã ãá«®¢¨î Q áâ -

¢¨¬ ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¬­®¦¥áâ¢® S (Q), á®áâ®ïé¥¥ ¨§ ¢ë­ã¦¤ îé¨å ãá«®¢¨©,

à áè¨àïîé¨å Q ¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å á«¥¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬:

1)Q′ ∈ S(Q)&Q′′ ∈ S(Q′) ⇒ Q" ∈ S(Q); 2)Q′ ∈ S(Q)&Q ⊆ Q" ⊆ Q′ ⇒ Q" ∈ S(Q).

�â­®è¥­¨¥ ¢ë­ã¦¤¥­¨ï Q � ϕ ®¯à¥¤¥«ï¥¬ ª ª ¢ [1], á ®¤­¨¬ ¤®¯®«­¥-

­¨¥¬: ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¤®¯ãáâ¨¬ëå à áè¨à¥­¨© ¢ë­ã¦¤ îé¥£® ãá«®¢¨ï Q à áá¬ -

âà¨¢ ¥¬ â®«ìª® í«¥¬¥­âë S (Q). �®¤¥à¦ â¥«ì­® íâ® ®§­ ç ¥â, çâ® ¥á«¨ ­¥ª¨©

íªá¯¥àâ ¢ëáª § « ¬­¥­¨¥ Q , â® ¤ «ì­¥©è¨¥ ¥£® ®æ¥­ª¨ ¤®«¦­ë ¡ëâì á®£« -

á®¢ ­ë ­¥ â®«ìª® á Q , ­® ¨ á ­¥ª®â®àë¬¨ ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¬¨ ®¡é¥¯à¨­ïâë¬¨

ãáâ ­®¢ª ¬¨ S (Q), á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ à ­£ã íâ®£® íªá¯¥àâ . �á­®¢­ë¥ á¢®©-

áâ¢  ®â­®è¥­¨ï Q � ϕ á®¢¯ ¤ îâ á® á¢®©áâ¢ ¬¨ ª« áá¨ç¥áª®£® ¢ë­ã¦¤¥­¨ï.

­® ¢®§­¨ª ¥â ­®¢®¥ ¯®­ïâ¨¥:

�����������. �ë­ã¦¤ îé¥¥ ãá«®¢¨¥ Q ­ §ë¢ ¥âáï ¯®«­ë¬ ¤«ï á¨-

áâ¥¬ë Z (P), ¥á«¨ ¤«ï «î¡®© § ¬ª­ãâ®© ä®à¬ã«ë ϕ íâ®© á¨áâ¥¬ë ¢ë¯®«­ï¥âáï

®¤­® ¨§ ®â­®è¥­¨©: Q � ϕ ¨«¨ Q � ¬ϕ .

������� 1. �á«¨ ¤«ï ¢ë­ã¦¤ îé¥£® ãá«®¢¨ï Q á¨áâ¥¬ë Z (P) ¬­®¦¥-

áâ¢® S (Q) ª®­¥ç­®¥, â® áãé¥áâ¢ã¥â ¯®«­®¥ ãá«®¢¨¥ Q∗, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¥¥ S (Q).
������� 2. �ë­ã¦¤ îé¥¥ ãá«®¢¨¥ Q ï¢«ï¥âáï ¯®«­ë¬ ¤«ï á¨áâ¥¬ë

Z (P) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  S (Q) = Q .

�ãáâì Q - ¯®«­®¥ ãá«®¢¨¥ ¤«ï Z (P), â®£¤  ®¯à¥¤¥«ï¥¬ á«¥¤ãîé¥¥ ¬­®-

¦¥áâ¢®: P(Q) = {n ∈ N /Q � �(n)}. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ Z (N ,P(Q)) áâ ­-

¤ àâ­ãî ¬®¤¥«ì á¨áâ¥¬ë Z (P), ¢ ª®â®à®© P(Q) ¨­â¥à¯à¥â¨àã¥â á¨¬¢®« P , ¨

¯ãáâì § ¯¨áì Z (N ,P(Q)) � ϕ ®¡®§­ ç ¥â ®â­®è¥­¨¥: "ä®à¬ã«  ϕ ¨áâ¨­­  ¢

Z (N ,P(Q))".
������� 3. �á«¨ ¢ë­ã¦¤ îé¥¥ ãá«®¢¨¥ Q - ¯®«­®¥ ¤«ï Z (P), â® ¤«ï

«î¡®© § ¬ª­ãâ®© ä®à¬ã«ë ϕ á¨áâ¥¬ë Z (P) ¢¥à­® á®®â­®è¥­¨¥: Q � ϕ ⇔
Z (N ,P(Q)) � ϕ.

� «¥¥,¯®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ¬­®¦¥áâ¢  S (Q) ¬®¦­® ®¯à¥¤¥«¨âì â ª, çâ® ¤«ï

­¥ª®â®àëå ä®à¬ã« A(n) ¨ B(n) ¢¥à­ë ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï:

������� 4.  ). ∅ � ∀nA(n).
¡). �ãé¥áâ¢ãîâ n0 ,Q0 â ª¨¥, çâ® Q0 � ¬A(n0 ).
������� 5.  ). ∅ � B(n1 ) ¤«ï ­¥ª®â®à®£® n1 .

¡). �ãé¥áâ¢ã¥â Q1 â ª®¥,çâ® Q1 � ¬∃nB(n).
� à ¤®ªá «ì­®áâì íâ¨å ãâ¢¥à¦¤¥­¨© ¢ á«¥¤ãîé¥¬. �®£« á­® ¯à¨­ïâ®©

§¤¥áì ¨­â¥à¯à¥â æ¨¨ ä®àá¨­£ , ®â­®è¥­¨¥ ∅ � ∀nA(n) ®¯¨áë¢ ¥â ¯®«®¦¨â¥«ì-
­®¥ ¬­¥­¨¥ ¢á¥å íªá¯¥àâ®¢ ® áã¦¤¥­¨¨ ∀nA(n), â.¥. íâ® áã¦¤¥­¨¥ ï¢«ï¥âáï ®¡-
é¥¯à¨­ïâë¬. �®£¤  ¯® § ª®­ ¬ «®£¨ª¨ ¤«ï ª ¦¤®£® n áã¦¤¥­¨¥ A(n) â ª¦¥

¤®«¦­® ¡ëâì ®¡é¥¯à¨­ïâë¬. �® ¢ ¤ ­­®¬ á«ãç ¥ ®¡é¥¯à¨­ïâ®áâì ­¥ á®¢¯ -

¤ ¥â á ¨áâ¨­­®áâìî, ¨ ¯®â®¬ã áãé¥áâ¢ãîâ n0 ¨ Q0 â ª¨¥, çâ® Q0 � ¬A(n0 ).
�àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, ­¥á¬®âàï ­  ®¡é¥¯à¨­ïâ®¥ ¬­¥­¨¥ ¢á¥å íªá¯¥àâ®¢, ­¥ª¨©

íªá¯¥àâ Q0 ¨¬¥¥â ¯à®â¨¢®¯®«®¦­®¥ ¬­¥­¨¥ ®¡ ®¡ê¥ªâ¥ n0 . �­ «®£¨ç­®¥ ¨á-

â®«ª®¢ ­¨¥ ¨¬¥¥â ¢â®à®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥.

����������.
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